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RESUMO 
 
 
 
Marins Neto, J. – Análise numérica não-linear de estruturas de concreto armado 
considerando o fenômeno da aderência entre o aço e o concreto. Campinas, 
Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo, Universidade Estadual de 
Campinas, 2007. 192 pág. Tese (Doutorado). 
 
Neste trabalho são estudados os aspectos das propriedades do concreto, das 
propriedades do aço e das interações entre eles, com particular interesse na 
deterioração da aderência que ocorre na interface aço-concreto, para a análise 
numérica de estruturas de concreto armado. O objetivo principal é o desenvolvimento 
de uma modelagem numérica capaz de investigar, de forma mais realista, o 
comportamento de vigas de concreto armado, considerando a não-linearidade física dos 
materiais e os efeitos do deslizamento entre a armadura de aço e o concreto. Com o 
Método dos Elementos Finitos e com um procedimento incremental-iterativo de 
carregamento, os comportamentos dos materiais puderam ser facilmente representados 
na modelagem numérica computacional, possibilitando o uso de diferentes curvas 
representativas das tensões de aderência que se opõem ao deslizamento da armadura. 
A análise crítica foi feita comparando, através de exemplos numéricos, a modelagem 
numérica desenvolvida neste trabalho com outras encontradas na literatura e com 
ensaios experimentais, mostrando os excelentes resultados e a eficiência da proposta 
aqui apresentada. 
 
Palavras-chave: elemento finito, não-linearidade física, modelagem computacional, 
concreto armado, tensão de aderência. 
  
 
ABSTRACT 
 
 
 
Marins Neto, J. – Non-linear numerical analysis of reinforced concrete structures 
considering the bond phenomena between the steel and the concrete. Campinas, 
Faculty of Civil Engineering, Architecture and Urbanism, State University of Campinas, 
2007. 192 pages. Ph.D. Thesis. 
 
In this work aspects of the properties of the concrete, steel and the interaction 
between them, with particular interest in the deterioration of the bond that occurs in the 
steel-concrete interface that are necessary to the numerical analysis of reinforced 
concrete structures are studied. The main aim of this research is the development of a 
numerical model to simulate the reinforced concrete beams behavior, considering the 
nonlinear material and the effects of the slip between the reinforcement steel and the 
concrete. With the Finite Element Method and increment-iterative techniques, the 
behavior of the materials could be easily represented in the computational numerical 
model proposed, allowing the use of curves based on the stages of relationship between 
the local bond stress and the relative slip of the bar. The critical analysis have been 
done comparing the numerical model developed in this work with other numerical 
models and with experimental works, showing excellent results and very good efficiency 
of the present proposal.  
 
 
 
Keywords: finite element, material non-linearity, computational model, reinforced 
concrete, bond stress. 
  
 
 
 
 
 
 
CAPÍTULO 1 
 
INTRODUÇÃO 
 
 
 
 
1.1 GENERALIDADES 
 
Os sistemas estruturais em concreto armado e os elementos que os constituem, 
submetidos a carregamentos, podem apresentar diversos modos de comportamento a 
partir da resposta dada pelo trabalho conjunto entre o aço e o concreto, por meio da 
distribuição dos esforços e das deformações entre eles. 
 A importância da utilização conjunta do aço e do concreto, com finalidade 
estrutural, deve-se ao fato que o concreto endurecido, embora apresente boa 
resistência à compressão, é pouco resistente à tração. Assim, a disposição conveniente 
de barras de aço nos elementos de concreto aumenta a capacidade de resistência à 
tração e, conseqüentemente, a capacidade de carga da estrutura. O trabalho solidário 
entre esses dois materiais é possível graças à coincidência de duas propriedades: 
aderência e dilatação térmica.  
Dessas propriedades apenas a aderência será abordada no decorrer do presente 
trabalho. 
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 Conforme a associação entre o cimento, o agregado miúdo, o agregado graúdo e 
a armadura de aço, podemos ter: 
 
Argamassa armada: associação do cimento e agregado miúdo com armadura  
de pequeno diâmetro convenientemente posicionada; 
 
Concreto armado: associação do cimento, agregado miúdo e agregado graúdo 
com armadura passiva convenientemente posicionada; 
 
Concreto protendido: associação do cimento, agregado miúdo e agregado 
graúdo com armadura ativa convenientemente posicionada; 
 
Concreto com fibras: associação do cimento, agregado miúdo e agregado 
graúdo com fibras metálicas ou poliméricas empregado em peças solicitadas por 
pequenos esforços de tração. As fibras também podem ser utilizadas nas 
associações apresentadas acima. 
 
 
 A aplicação do concreto armado é predominante em relação a outros materiais 
utilizados na execução de estruturas na construção civil brasileira. Entre as suas 
principais vantagens, desde que executado seguindo critérios técnicos, temos: 
 
- boa resistência aos esforços provenientes de carregamento, choque, vibração; 
- boa durabilidade e resistência a altas temperaturas, quando comparado ao aço 
e à madeira; 
- boa trabalhabilidade e versatilidade na obtenção de novas formas para os 
elementos estruturais; 
- possibilidade de pré-moldagem dos elementos e peças estruturais. 
 
 As desvantagens se dão principalmente pelo elevado peso próprio dos 
elementos, tendo seu uso restrito em determinadas situações. 
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 A seguir, temos um resumo cronológico dos fatos mais importantes do início da 
evolução do concreto armado (KAEFER, 1998): 
 
1770: Igreja de Santa Genoveva, Pantheon de Paris (França) – utilização de 
vigas feitas de pedra natural com barras longitudinais retas colocadas em furos 
feitos artesanalmente nas zonas de tração; 
 
1796: James Parker (Inglaterra) – patenteia um cimento hidráulico natural obtido 
da calcinação de calcário impuro contendo argila; 
 
1818: Louis Joseph Vicat (França) – publica seus estudos sobre ensaios 
realizados com cimento, concluindo que a qualidade do cimento estava 
relacionada com o tipo de mistura utilizada na sua produção; 
 
1824: Joseph Aspdin (Inglaterra) – desenvolve o cimento Portland a partir da 
queima da mistura do calcário e da argila finamente moídos. Esse cimento difere-
se do cimento Portland atual pelo fato da temperatura de queima não ter sido tão 
elevada a fim de produzir o clínquer; 
 
1836: Inicia-se na Alemanha os primeiros ensaios sistemáticos para 
determinação da resistência do cimento; 
 
1854: William Boutland Wilkinson (Inglaterra) – desenvolve um sistema de lajes 
nervuradas a partir da associação do concreto e cabos de aço; 
 
1855: Joseph Louis Lambot (França) – solicita a patente de um barco feito de 
argamassa de cimento reforçada com ferro; 
 
1867: Joseph Monier (França) – exibe, na exposição de Paris, vasos de flores 
feitos de concreto com armadura de arame; 
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1873: William E. Ward (EUA) – constrói uma casa de concreto armado, o Ward’s 
Castle; 
 
1904: é iniciado, na Alemanha, o projeto preliminar de normalização para 
dimensionamento, execução e ensaios de estruturas de concreto armado; 
 
1917: são publicadas, nos Estados Unidos, as primeiras normas para a utilização 
do concreto armado. 
 
 
1.2 COMPOSIÇÃO E PROPRIEDADES DO CONCRETO 
 
 Desde o desenvolvimento e o patenteamento do cimento Portland, por Joseph 
Aspdin (Inglaterra) em 1824, o concreto tem sido o material mais aplicado na 
construção civil, sendo utilizado sozinho ou em conjunto com armadura de aço ou com 
fibras, em obras de infra-estruturas, edificações residenciais, comerciais e industriais. 
 O concreto é constituído basicamente por uma mistura de aglomerante 
(cimento), materiais inertes (agregados miúdo e graúdo), água e, freqüentemente, 
algum outro material que tende a melhorar ou conferir certas propriedades ao material 
em estado fresco ou endurecido. Conforme a quantidade e tipo de material que constitui 
a mistura, podemos classificar os concretos quanto à sua resistência em: concreto de 
baixíssima resistência, concreto de baixa resistência, concreto de média resistência e 
concreto de alta resistência. 
 
Concreto de baixíssima resistência: concreto leve, de baixa massa específica, 
composto de alta porosidade, onde os espaços podem ser ocupados somente 
por ar ou por agregados leves, como argila expandida, vermiculita e escória de 
alto forno. A resistência à compressão é geralmente inferior a 7 MPa, sendo 
utilizado como material de enchimento, decoração ou em local onde a resistência 
estrutural não é importante (MINDESS, 1981); 
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Concreto de baixa resistência: concreto comumente utilizado na construção 
civil constituído de materiais convencionais como cimento Portland, areia, 
pedrisco e brita, sendo produzido em canteiro comum. A resistência à 
compressão fica abaixo de 25 MPa, tendo, na ruptura, fratura áspera com 
agregados intactos, sendo utilizado sozinho para fins não estruturais ou em 
conjunto com o aço (concreto armado estrutural) (AMARAL FILHO, 1997); 
 
Concreto de média resistência: concreto utilizado na construção civil 
constituído de materiais convencionais como cimento Portland, areia, pedrisco e 
brita, podendo ter um superplastificante que tem a função de reduzir a água da 
mistura, sendo produzido em centrais com bom controle tecnológico. A 
resistência à compressão fica entre 25 MPa e 50 MPa, podendo ter fratura 
áspera com rompimento de agregados, sendo utilizado principalmente em 
elementos de concreto armado (AMARAL FILHO, 1997); 
 
Concreto de alta resistência: concreto que apresenta resistência à compressão 
maior que 50 MPa, também chamado de concreto de alto desempenho (CAD), 
por apresentar características especiais e altamente atrativas para o seu 
emprego, como: altas resistências precoces; retração menor que a do concreto 
normal; baixa deformação lenta; baixíssima permeabilidade; excelente aderência 
a outra superfície de concreto e resistência à corrosão química. Essas 
características são obtidas pelo aumento da compacidade do concreto 
decorrente da diminuição dos vazios, através da diminuição da água da mistura 
com o uso de superfluidificantes, ou pela adição de materiais formados por grãos 
finíssimos, menores que os grãos do cimento, como a sílica ativa. Esse tipo de 
concreto é produzido em centrais com rigoroso controle tecnológico. A ruptura do 
material é frágil, com fratura lisa e agregados cisalhados (AMARAL FILHO, 
1997). 
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O concreto endurecido tem suas propriedades em constante evolução devido às 
reações lentas, as quais qualificam o concreto, permitindo a escolha do material 
adequado para cada uso na construção civil. 
 
Entre as principais propriedades do concreto endurecido, temos: 
 
Resistência à compressão: capacidade do concreto em resistir a esforços de 
compressão; 
 
Resistência à tração: capacidade do concreto em resistir a esforços de tração. 
Em geral, para o concreto, a máxima resistência à tração corresponde a 
aproximadamente 10% da máxima resistência à compressão; 
 
Deformação específica: deformação causada pela aplicação de uma carga, 
sendo expressa pela variação de comprimento por unidade de comprimento; 
 
Deformação elástica: deformação causada pela aplicação de uma carga, porém 
desaparece quando essa carga é retirada; 
 
Deformação permanente: deformação causada pela aplicação de uma carga 
que ultrapassa o limite elástico de resistência do material. Essa deformação não 
desaparece quando essa carga é retirada; 
 
Retração devida à contração química: variação espontânea do volume, na 
ausência de variações de temperatura e de tensões de origem externa, causada 
pelas reações de hidratação do cimento. 
 
 A fissuração nos elementos de concreto endurecido é praticamente inevitável 
pois, antes da aplicação de qualquer tipo de carregamento, o concreto pode apresentar 
microfissuras resultantes da variação de volume (retração) decorrente dos processos de 
hidratação do cimento.  
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Com a submissão dos elementos de concreto a carregamentos, essas 
microfissuras, ou novas microfissuras, se propagam, formando macrofissuras, até a 
ruptura total do material.  
O processo de fissuração confere ao concreto e ao elemento de concreto 
armado um comportamento não-linear, sendo considerado no decorrer do presente 
trabalho. 
 
 
1.3 ADERÊNCIA ENTRE O AÇO E O CONCRETO 
 
 A aderência entre a armadura de aço e o concreto é um dos mecanismos mais 
importantes para a existência das estruturas de concreto armado, sendo responsável 
pela ancoragem dessa armadura na massa de concreto e, ainda, serve para impedir o 
escorregamento dessa armadura nos segmentos entre fissuras, limitando a abertura 
dessas fissuras. 
A transmissão de esforços entre a barra de aço e o concreto faz-se através de 
tensões cisalhantes (tensões de aderência) paralelas à barra de aço na interface com o 
concreto. Essas tensões modificam o comportamento e a distribuição dos esforços e 
das deformações ao longo dos elementos. Considerando uma estrutura submetida a um 
carregamento progressivo, a tensão de aderência entre o aço e o concreto aumenta até 
um nível de carregamento, a partir do qual a aderência começa a se deteriorar 
gradualmente vindo a comprometer a segurança da estrutura. 
 Os modos de transferência de tensões entre o aço e o concreto envolvem a 
combinação de parcelas relativas a três componentes: aderência por adesão, aderência 
por atrito e aderência por interação mecânica. 
 
Aderência por adesão: forças na interface entre os dois materiais provocadas 
pelo efeito de colagem que a nata de cimento provoca na superfície do aço, 
sendo de natureza físico-química; 
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Aderência por atrito: força de contato entre os dois materiais que se manifesta 
após a ruptura da adesão, quando há tendência ao deslocamento relativo entre a 
barra de aço e o concreto. 
 
Aderência por interação mecânica: principalmente para as barras com 
nervuras (Figura 1.3.1), após a ruptura da adesão, as saliências se intertravam 
no concreto, constituindo um terceiro elemento resistente ao escorregamento da 
barra. 
 
 
aço
F1
nervuras
1111 F FFF
F11F1F
F
concreto
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1.3.1- Interação mecânica entre as nervuras da barra de aço e o concreto ao redor. 
 
 
 Analiticamente, a tensão de aderência (τb) pode ser encontrada efetuando o 
equilíbrio das forças atuantes na barra de aço e no concreto de um elemento 
infinitesimal (Figura 1.3.2): 
 
dxAdAA bssssss φπτ+σ=σ+σ             (1.1) 
ssb dAdx σ=φπτ                (1.2) 
dx
dA ss
b φπ
σ=τ                 (1.3) 
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Figura 1.3.2- Obtenção da tensão de aderência pelo equilíbrio de forças. 
 
A aderência pode ser afetada por diversos fatores relacionados com as 
características e propriedades dos materiais que constituem o concreto armado e, 
também, pelo meio em que a estrutura está inserida.  
A seguir são apresentados alguns fatores que influenciam o comportamento da 
aderência entre o aço e o concreto: 
 
Resistência do concreto: o aumento da capacidade do concreto em suportar 
ações, ao redor da barra de aço, aumenta a tensão máxima de aderência, pois o 
cone de fissuração que é formado ao redor da barra, devido ao efeito de 
arrancamento, estará mais resistente; 
 
Limite de escoamento do aço: quando a deformação por tração na barra de 
aço atinge e ultrapassa o limite de escoamento, o diâmetro da barra é 
consideravelmente reduzido afetando a aderência; 
 
Diâmetro das barras de aço: o diâmetro da barra de aço afeta a área superficial 
de aderência; 
 
Espaçamento entre as barras de aço: com o aumento do espaçamento entre 
as barras de aço, o comportamento  da tensão de aderência tende a melhorar, 
pois a sobreposição da área de influência do cone de fissuração ao redor da 
barra  tende a diminuir; 
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Cobrimento de concreto ao redor das barras de aço: influencia o cone de 
fissuração formado ao redor da barra de aço; 
 
Formas e dimensões das nervuras das barras de aço: afeta a interação 
mecânica entre a barra de aço e o concreto (Figura 1.3.1); 
 
Tratamento superficial do aço: afeta a adesão e a resistência por atrito entre a 
barra de aço e o concreto; 
 
Condições da mistura do concreto fresco: a homogeneidade e a estabilidade 
da mistura do concreto fresco garante uma igualdade nas condições de 
aderência ao longo da barra de aço e um melhor aproveitamento das 
propriedades do concreto endurecido;  
 
Adensamento do concreto fresco: após a colocação do concreto na forma, ele 
deve ser compactado (adensado) de forma a provocar a saída do ar e melhorar o 
seu contato com as barras de aço, evitando o surgimento de vazios; 
 
Cura do concreto: conjunto de medidas necessárias para evitar a evaporação 
da água que deverá hidratar o cimento; 
 
Tipo de carregamento: para um mesmo deslizamento, o módulo da tensão de 
aderência para cargas de tração é bastante parecido com o módulo da tensão de 
aderência para cargas de compressão, para tensões no aço abaixo da tensão de 
escoamento. Após o escoamento, o diâmetro da barra submetida à tração é 
notadamente reduzido devido ao efeito de Poisson, afetando consideravelmente 
a aderência; 
 
Distribuição e tipos de microfissuras e fissuras ao longo da estrutura. 
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1.4 O COMPORTAMENTO DAS ESTRUTURAS DE CONCRETO ARMADO 
 
As estruturas de concreto armado possuem um comportamento muito complexo. 
O aço pode ser considerado um material homogêneo com propriedades bem definidas, 
porém o concreto é um material heterogêneo constituído por diversos materiais de 
propriedades diferentes. Assim, essas estruturas são influenciadas pelo comportamento 
individual de cada material, bem como pela interação entre eles, a partir das 
solicitações a que estão submetidos. 
 
Entre outros fatores que influenciam esse comportamento, temos: 
 
- não homogeneidade na construção dos elementos estruturais; 
 - histórico do carregamento e descarregamento ao longo do tempo; 
 - efeitos térmicos; 
- fluência dos materiais; 
- degradação da aderência entre a armadura de aço e o concreto; 
- formação de microfissuras e macrofissuras. 
  
 
A estrutura de concreto armado pode apresentar comportamento não-linear 
quando a resposta a uma causa não é linear. Esse comportamento pode ser devido à 
não-linearidade física do material e/ou à não-linearidade geométrica da estrutura.  
Neste trabalho serão abordadas apenas as não-linearidades físicas dos 
materiais. 
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1.5 OBJETIVO DO TRABALHO 
 
 Neste trabalho são estudados os aspectos das propriedades do concreto, das 
propriedades do aço e das interações entre eles, com particular interesse na 
deterioração da aderência que ocorre na interface aço-concreto, para o 
desenvolvimento de modelagem numérica, para a análise não-linear de estruturas de 
concreto armado.  
Os procedimentos e modelos numéricos apresentados nesta Tese consideram as 
principais e mais importantes características dos materiais e suas interações, sendo de 
fáceis manuseios, podendo ser incorporados em diferentes modelagens computacionais 
para a análise de diferentes tipos de estruturas de concreto armado como, vigas, 
pilares, lajes, pórticos e suas combinações, sendo necessários apenas ajustes para a 
simulação da estrutura a que se destinam, diferentemente de muitas propostas de 
modelagens numéricas encontradas na literatura. 
Para validar os procedimentos propostos, foi desenvolvido um programa 
computacional para análise de viga simétrica bi-apoiada submetida à flexão, utilizando o 
método dos elementos finitos e, através de exemplos numéricos, a análise crítica foi 
feita comparando a modelagem numérica desenvolvida neste trabalho com outros tipos 
de modelagens numéricas encontradas na literatura e com ensaios experimentais 
obtidos também na literatura, comprovando a eficiência da proposta aqui apresentada. 
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CAPÍTULO 2 
 
HISTÓRICO DO FENÔMENO DE ADERÊNCIA 
 
 
 
 
2.1 GENERALIDADES 
 
O interesse em se conhecer o complexo mecanismo da aderência entre o aço e 
o concreto nas estruturas vem, a partir da década de 40, crescendo substancialmente. 
Através de análises teóricas e/ou ensaios práticos, pesquisadores têm mostrado 
interesse em explicar esse fenômeno para que, conceituado de forma mais realista, 
permita o desenvolvimento de métodos e modelos que serão aplicados na análise 
comportamental e no cálculo de estruturas de concreto armado. 
A seguir são apresentados trabalhos que mostram estudos experimentais e 
numéricos relacionados com o fenômeno de aderência. Alguns propuseram modelos 
teóricos que pretendem simular esse fenômeno, a partir de ensaios práticos. Outros 
desenvolveram modelos teóricos a partir do conhecimento do fenômeno de aderência já 
adquirido. 
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2.2 ESTUDO DO FENÔMENO DE ADERÊNCIA 
 
WATSTEIN (1941) analisou a distribuição da tensão de aderência, ao longo de 
barras de aço, a partir do ensaio de arrancamento (pull-out test). Com o auxílio de 
extensômetros mecânicos, mediu o alongamento e a tensão na barra da parte 
encravada no cilindro de concreto.  
 
MYLREA (1948), através do ensaio e da análise da resistência ao arrancamento 
de barras encravadas no concreto, e de trechos de barras ancoradas em vigas simples 
submetidas à flexão, apresentou um estudo da distribuição e progressão da tensão de 
aderência e da diminuição da segurança causada pela falha na aderência. 
 
McHENRY (1948) descreveu um método de ensaio laboratorial para medir a 
distribuição da tensão ao longo de barras de aço, em elementos de concreto armado, 
obtida com o auxílio de medidores elétricos. Foram usadas barras de aço, com 
diferentes superfícies, em vigas submetidas à flexão, sendo obtidos os resultados da 
distribuição da tensão ao longo das barras, antes e depois da sua fissuração do 
concreto.  
 
CLARK (1949) comparou e correlacionou os dados da resistência ao 
deslizamento do aço em relação ao concreto, obtidos a partir de vários ensaios feitos 
em vigas submetidas à flexão e a partir de ensaios de arrancamento, variando, por 
exemplo, a resistência do concreto e o comprimento e o diâmetro das barras ancoradas 
no interior do concreto.  
 
MAINS (1951) mediu a distribuição da tensão de aderência ao longo da barra de 
aço a partir de ensaios de arrancamento (pull-out test) e de vigas bi-apoiadas 
submetidas a carregamentos concentrados. Utilizou extensômetros elétricos para medir 
a deformação específica do aço e do concreto. Foram evidenciados, na viga, os efeitos 
das fissuras sobre a magnitude e a distribuição da tensão de aderência na barra de aço.    
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FERGUSON (1954) investigou o espaçamento mínimo, entre as barras de aço, 
necessário para uma perfeita transmissão das tensões de aderência entre o aço e o 
concreto, através de ensaios de arrancamento excêntrico. 
 
 PERRY (1966) analisou a distribuição da tensão de aderência ao longo de barras 
de aço a partir de três ensaios diferentes: ensaio de uma viga bi-apoiada submetida a 
carregamentos concentrados com uma fissura existente no meio do vão (Figura 
2.2.1.a); ensaio de uma viga bi-apoiada com as barras de aço principais posicionadas 
somente nas extremidades, com ancoragem livre no centro, submetida a 
carregamentos concentrados (Figura 2.2.1.b); ensaio de arrancamento (pull-out test) 
(Figura 2.2.1.c). Com os resultados dos ensaios, verificou a influência da distribuição do 
momento fletor ao longo do elemento, na relação entre a tensão de aderência e o 
deslizamento ao longo da barra de aço. 
 
 
a)              b) 
 
 
 
 
 
              c) 
 
 
 
Figura 2.2.1- Representação dos ensaios analisados por PERRY (1966). 
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FERGUSON (1966) discutiu a natureza da falha na aderência entre o aço e o 
concreto e a sua influência no fendilhamento do concreto, destacando a importância, na 
resistência da aderência, da largura da viga e do espaçamento das barras de aço na 
seção transversal.    
 
 ABELES (1966), utilizando uma camada de material foto-sensível (método da 
foto-tensão) colocada na superfície de vigas com diferentes características, ensaiadas 
em laboratório, observou a distribuição da tensão e da propagação das fissuras para 
diversos ciclos de carregamento. 
 
 NGO (1967) utilizou o método dos elementos finitos na construção de um modelo 
numérico, para estudar o comportamento de vigas de concreto armado considerando os 
efeitos das tensões de aderência. Para a representação da rigidez da aderência entre 
as barras de aço e o concreto, foi desenvolvido e apresentado um elemento finito de 
ligação adimensional (bond link) (Figura 2.2.2), colocado entre os elementos finitos que 
representam o concreto e os elementos finitos que representam as barras de aço. 
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Figura 2.2.2- Elemento de ligação (fonte: NGO, 1967). 
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 LUTZ (1967) examinou a ação das forças de aderência, associadas ao 
deslizamento e à fissuração, em barras com diversas propriedades superficiais. Foi 
discutida a mecânica do deslizamento de barras nervuradas, onde a aderência é 
formada por três componentes: adesão química, fricção e interação mecânica entre o 
aço e o concreto.  
 
 BRESLER (1968) investigou a contribuição da história do carregamento na 
deterioração de estruturas de concreto armado a partir de ensaios de arrancamento 
submetidos a ciclos de carregamento e descarregamento. Este estudo foi baseado no 
efeito acumulativo de diversos danos: fissuração, redução da rigidez, etc, sendo 
verificadas as suas influências na transferência de tensão entre o aço e o concreto. 
 
 NILSON (1968), utilizando o método dos elementos finitos e o elemento de 
ligação apresentado por NGO (1967), desenvolveu modelos numéricos de 
representação de amostras de concreto armado submetidas a ensaio de arrancamento 
excêntrico. A rigidez dos elementos de ligação, utilizada nos cálculos, foi obtida a partir 
do desenvolvimento de uma função polinomial de terceiro grau que relaciona a tensão 
de aderência com o deslizamento entre a barra de aço e o concreto. Para o 
desenvolvimento dessa equação foram utilizados os resultados experimentais obtidos 
por BRESLER (1968). 
 
 PERRY (1969), através de ensaios de arrancamento excêntrico submetidos a 
cargas repetidas estáticas e dinâmicas, determinou o efeito dessas repetições na 
distribuição da tensão de aderência ao longo de barras de aço. Teve como variáveis: a 
resistência do concreto, o número de repetições das cargas e o nível das cargas 
aplicadas. 
 
 GOTO (1971) mostrou, através de ensaios, a formação e o comportamento das 
fissuras de aderência no concreto ao redor da barra, decorrentes das fortes pressões 
atuantes na frente das nervuras, devido aos mecanismos de transferência de tensões e 
aderência. 
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ISMAIL (1972) analisou a deterioração da aderência entre a armadura de aço e o 
concreto, através de ensaios laboratoriais, quando o componente de concreto armado é 
submetido a carregamento cíclico.  
 
 MIRZA (1979), a partir de amostras prismáticas ensaiadas com tensão axial de 
arrancamento aplicada nas extremidades da barra inserida no concreto, estudou o 
comportamento entre a tensão de aderência e o deslizamento entre o aço e o concreto, 
sob influência da variação do diâmetro das barras, da resistência à compressão do 
concreto e do carregamento, entre outros, obtendo, com isso, uma relação empírica 
entre a tensão de aderência e o deslizamento para ser utilizada na modelagem de um 
elemento finito. 
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Figura 2.2.3- Curva tensão de aderência x deslizamento (fonte: MIRZA, 1979). 
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 TASSIOS (1981) apresentou um modelo analítico que pode ser incrementado em 
programas computacionais para a análise da tensão e deformação de elementos de 
concreto armado. O desenvolvimento conceitual é feito a partir do estudo analítico das 
relações entre a tensão de aderência local e o deslizamento local ao longo de uma 
barra, assumindo leis não-lineares locais com diferentes estágios do comportamento 
global da interface, e em algumas expressões empíricas das propriedades dos 
materiais. 
  
 SOMAYAJI (1981) propôs um modelo analítico para investigação do 
comportamento das fissuras, e do efeito do enrijecimento à tração (tension-stiffening), 
em elementos de concreto armado submetidos à tração uniaxial, a ser usado com o 
método dos elementos finitos ou com outro método, baseado no desenvolvimento 
teórico e na diferenciação de equações de equilíbrio e em expressões representativas 
das propriedades do concreto e do aço. A validade dos resultados, obtidos por esse 
modelo, foi justificada com a comparação dos resultados obtidos por ensaio prático.  
 
 JIANG (1984), através de investigações analíticas, apresentou um modelo 
experimental utilizado para medir a aderência local e o deslizamento local, observar as 
fissuras secundárias e observar a distribuição da tensão no concreto ao redor da barra 
de aço. 
 
 YANKELEVSKY (1985), fundamentado em equações de equilíbrio das forças 
atuantes na interface entre a barra de aço e o concreto, para um elemento infinitesimal, 
e na relação local entre a tensão de aderência e o deslizamento, propôs um elemento 
finito unidimensional para consideração da tensão de aderência e o deslizamento na 
interface aço-concreto. Na Figura 2.2.4 temos os quatro estágios em que foi dividido o 
comportamento do fenômeno de aderência a partir da relação tensão de aderência x 
deslizamento: I- contato inicial entre o aço e o concreto em que o deslizamento entre os 
dois materiais tem um correspondente aumento da tensão de aderência até o limite τy; 
II- início da quebra da aderência onde o deslizamento entre os dois materiais ocorre 
sem um acréscimo da tensão de aderência; III- há uma redução da tensão de aderência 
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até chegar a uma tensão última onde a transferência de tensão, provocada pelo 
deslizamento entre os dois materiais, passa a ser dada também por fricção (estágio IV). 
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aderência
3S
yτ
τu I
II
III
1 2S S deslizamento
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Figura 2.2.4- Relação local da tensão de aderência x deslizamento (fonte: YANKELEVSKY, 
1985). 
 
 
 KEMP (1986) apresentou critérios para considerar a tensão de aderência entre o 
aço e o concreto sob condições de carregamento último e de serviço. Os critérios foram 
baseados em pesquisas experimentais e em estudos sobre a influência, no 
comportamento da aderência, de diversos fatores: comprimento e espaçamento das 
barras de aço encravadas no concreto, estribos, cobrimento de concreto e a interação 
entre o cisalhamento e a flexão.    
 
 KEUSER (1987) investigou a influência na qualidade dos resultados obtidos na 
análise da tensão de aderência entre o aço e o concreto, com o método dos elementos 
finitos, através da variação do tipo de função de deslizamento, da densidade dos 
elementos da malha e da relação entre a tensão de aderência e o deslizamento 
utilizados na implementação desses elementos. 
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 ALLWOOD (1989) descreveu um procedimento numérico baseado em 
elementos finitos para a análise de vigas de concreto armado onde o aço e o concreto 
são analisados separadamente e as forças de interface, entre eles, são consideradas 
usando um método interativo de convergência, o qual traz soluções conjuntas. 
 
 RUSSO (1990) apresentou uma solução analítica de sistemas de equações 
diferenciais governadas pelo comportamento da ancoragem da barra de aço sob 
excitação generalizada. A solução usa um modelo bilinear do aço e assume uma 
relação local da tensão de aderência x deslizamento expressa por função exponencial 
ou por função linear.  
 
 DUCATTI (1993) estudou a aderência entre o concreto de alto desempenho e a 
armadura através da realização de ensaios de arrancamento. Entre os objetivos visados 
destacaram-se: determinação da curva de comportamento de aderência e a 
comparação dos parâmetros obtidos para estas curvas com os regulamentados por 
normas internacionais de concreto comum; quantificação de diversos parâmetros sobre 
a relação tensão de aderência e deslizamento, e o desenvolvimento de um ensaio de 
arrancamento capaz de eliminar o efeito do confinamento do concreto circunvizinho à 
barra de arrancamento. 
 
 ROSA (1994) apresentou uma análise comparativa das várias curvas de 
aderência x deslizamento entre o aço e o concreto quando aplicadas ao método dos 
elementos finitos. Foi analisado o desempenho quanto ao tempo de processamento, 
número de interações necessárias, facilidade de utilização e precisão dos resultados 
obtidos quando comparados com os resultados de ensaio. 
 
 KWAK (1995) apresentou uma formulação, para implementação em programas 
computacionais, da modelagem de elementos de concreto armado onde os efeitos da 
aderência e do deslizamento, na interface entre o aço e o concreto, são considerados a 
partir do desenvolvimento do modelo analítico das barras de aço. Resultados analíticos 
e experimentais são comparados estabelecendo uma validade do modelo proposto. 
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 UIJL (1996), considerando uma barra de aço encravada em um cilindro de 
concreto, desenvolveu um modelo baseado na capacidade de confinamento do 
concreto ao redor da barra (Figura 2.2.5), sendo descrita a relação entre o 
deslocamento radial e a tensão de compressão radial na interface dos dois materiais. A 
aderência entre a barra e o concreto é descrita em três estágios diferentes (Figura 
2.2.6): estágio I – o contato inicial entre o aço e o concreto é mantido pela adesão e o 
entrelaçamento da cimentação na superfície do aço. Nesse estágio é assumido um 
comportamento elástico da aderência, onde a tensão tem pequenos valores; estágio II – 
inicia a quebra da aderência, onde a aderência é principalmente governada pelo apoio 
das saliências da barra no concreto. A concentração das forças na frente das saliências 
causa a formação de um cone de fissuras, iniciado na crista dessas saliências; estágio 
III – as fissuras alcançam a superfície externa e a tensão de aderência é reduzida 
repentinamente. O mecanismo de transferência da tensão é dado também pela fricção. 
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propagação das
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Figura 2.2.5- Propagação do cone formado por fissuras ao redor da barra de aço. 
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Figura 2.2.6- Estágios decorrentes da propagação das fissuras. 
 
 
EL-HAWARY (1996) estudou os efeitos do fogo e das altas temperaturas no 
comportamento das propriedades do concreto armado, principalmente sobre a 
aderência entre o aço e o concreto, a partir de amostras cilíndricas de concreto com 
barras de aço no seu interior, submetidas a diferentes durações de exposições para 
diferentes temperaturas. 
 
 ALLWOOD (1996) expôs a abordagem do uso de um modelo não-linear da 
relação aderência x deslizamento em conjunto com um método para incorporação da 
rigidez da aderência, em elemento finito, para a análise de estruturas de concreto 
armado. 
 
  YANKELEVSKY (1997) apresentou o desenvolvimento de elementos finitos 
bidimensionais, que representam o comportamento da interface entre o aço e o 
concreto, para estruturas submetidas a ensaio de tração. A rigidez dos elementos 
incorpora parâmetros do aço, do concreto e da relação entre a tensão de aderência x 
deslizamento. 
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 DESIR (1998) propôs uma modelagem numérica para simular o comportamento 
do fenômeno da aderência entre o aço e o concreto utilizando leis constitutivas 
baseadas nos conceitos da termodinâmica clássica, o qual considera a interface como 
sendo uma superfície de descontinuidade. Este modelo numérico foi incorporado na 
formulação de um elemento finito que representa tanto o aço quanto o concreto, onde 
cada material tem um comportamento próprio definido por uma lei constitutiva 
separada. 
 
 MANFREDI (1998) apresentou um modelo numérico para análise de vigas 
contínuas de concreto armado que inclui, em sua formulação, a relação tensão de 
aderência x deslizamento, introduzida no desenvolvimento da matriz de rigidez utilizada 
no método. Esse método leva em conta os detalhes dos modelos dos materiais e as 
suas interações, e o comportamento não-linear das vigas de concreto armado 
considerando a largura das fissuras e o efeito da tensão de enrijecimento. 
 
 BARBOSA (1998) fez estudo experimental e numérico sobre estruturas de 
concreto de alto desempenho armadas com aço de elevado limite elástico. Entre os 
principais objetivos destacaram-se: quantificação de alguns parâmetros influentes na 
relação tensão de aderência e deslizamento, dentre eles a posição das barras tendo em 
vista o lançamento do concreto e o comportamento de vigas fletidas influenciadas pelas 
características mecânicas dos materiais que constituem o concreto armado de elevado 
desempenho. 
 
AYOUB (1999) comparou diferentes modelos analíticos para a simulação de 
barras de aço ancoradas em blocos de concreto, do tipo pull-out test, considerando os 
mecanismos de transferência de tensão entre o aço e o concreto, para carregamentos 
monotônico e cíclico. Também propôs um novo modelo que considera o deslizamento 
relativo entre a barra de aço e o concreto. 
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 MONTI (2000) apresentou um modelo em elementos finitos para vigas de 
concreto armado considerando o deslizamento entre a barra de aço e o concreto 
circunvizinho. O modelo pressupõe a conservação plana da seção e as tensões no aço 
são computadas como sendo a soma de duas contribuições: a deformação e o 
deslizamento da ancoragem. Os resultados do modelo são comparados com ensaios 
experimentais para carregamentos monotônicos e cíclicos mostrando bons resultados. 
 
 ZUO (2000), estudando a relação entre as diferentes características do concreto 
armado em vigas e a tensão de aderência entre o aço e concreto, para poder chegar a 
um modelo numérico mais realista dessa tensão, após ensaiar 64 vigas de concreto 
armado com diferentes propriedades, expôs uma equação para o comprimento de 
ancoragem por transpasse de barras de aço em vigas, onde esse comprimento 
depende das características da interface. 
 
 ELMORSI (2000) descreve uma formulação, pelo método dos elementos finitos, 
da junção entre viga e pilar de concreto armado considerando os efeitos da aderência, 
do deslizamento da ancoragem das barras de aço e da deformação por cisalhamento 
do painel na região da junção. A capacidade do modelo em simular a deterioração da 
aderência e o eventual arrancamento das barras de ancoragem, sob carregamentos 
cíclicos, são demonstrados através de comparações feitas com outros resultados 
analíticos e experimentais. 
 
FERNANDES (2000) descreveu o comportamento da aderência entre o aço e o 
concreto sob ações monotônicas e repetidas através de investigação experimental, 
utilizando ensaios de arrancamento (pull-out test), variando diversos parâmetros como 
diâmetro da barra e tipo e amplitude do carregamento. Alguns resultados dos ensaios 
foram comparados com modelagens analíticas feitas através de um programa de 
computador comercial de elementos finitos. 
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SPACONE (2000) discutiu a importância da modelagem do fenômeno da 
aderência e do deslizamento no comportamento de estruturas de concreto armado sob 
carregamento estático e dinâmico, apresentando formulações para a implementação 
desse fenômeno em modelos de elementos finitos, para a análise dessas estruturas.  
 
 CAO (2001) observou a degradação da aderência, em amostra cilíndrica de 
concreto armado, quando submetida a carregamento cíclico, através de ensaio não 
destrutivo, por meio de dispositivos elétricos de contato, colocados na interface aço-
concreto. 
 
 KWAK (2001a) propôs um modelo analítico o qual simula o comportamento da 
aderência x deslizamento entre a armadura de aço e o concreto para estruturas sob 
carregamento monotônico. A resolução do modelo é feita a partir da determinação das 
condições de contorno das extremidades da barra de aço por meio de equações 
baseadas no equilíbrio de cada nó dos elementos em que a barra foi dividida e, nas 
condições de compatibilidade entre o aço e o concreto. 
 
 KWAK (2001b) desenvolveu um modelo analítico, para análise do 
comportamento não-linear de vigas submetidas a carregamento cíclico, baseado na 
relação momento-curvatura, podendo considerar os efeitos da aderência. Foram 
comparados os estudos analíticos com estudos experimentais para validar o modelo 
proposto. 
 
 SALARI (2001) apresentou formulações gerais, para elementos unidimensionais, 
considerando os efeitos da aderência e do deslizamento na interface entre o aço e o 
concreto. Essas formulações são derivadas do equilíbrio e compatibilidade de equações 
diferenciais baseadas no equilíbrio de deslocamento e no equilíbrio de forças. 
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 MARINS NETO (2002) desenvolveu modelagens numéricas computacionais para 
análise de estruturas de concreto armado submetidas ao ensaio de tração simétrica e 
de viga simétrica submetida à flexão, considerando o comportamento linear dos 
materiais, o fenômeno aderência-deslizamento entre a armadura de aço e o concreto e 
o modelo de fissuração discreta do concreto. O método dos elementos finitos foi 
utilizado para prever o comportamento de estruturas de concreto armado baseado nas 
propriedades do concreto, da armadura de aço e da relação aço-concreto na interface. 
Exemplos numéricos comparando a distribuição da tensão de aderência, a tensão e a 
deformação ao longo da barra de aço, obtidos com os programas e com valores 
providos de outros autores foram apresentados, mostrando muito bons resultados. 
  
LIMKATANYU (2002a) utilizando formulações derivadas do equilíbrio e 
compatibilidade de equações diferenciais apresentou a teoria e a aplicação de três 
diferentes formulações de elementos utilizados para modelagem numérica de estruturas 
de concreto armado que consideram a aderência entre a barra de aço e o concreto. A 
primeira formulação é baseada no processo dos deslocamentos nodais, a segunda é 
baseada no processo das forças nos elementos e a terceira na interação entre as duas 
formulações. 
 
 LIMKATANYU (2002b) discute as teorias e a aplicações das formulações 
apresentadas em LIMKATANYU (2002a). Exemplos numéricos comparativos entre as 
três formulações são apresentados para avaliar as convergências, precisões e os 
processamentos computacionais. 
 
 KAMINSKA (2002) utilizando estruturas de vigas, colunas e pórticos de concreto 
armado, realizou ensaios para estudar o comportamento do concreto de alta 
resistência, o comportamento do aço e o comportamento da aderência entre eles. 
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 KWAK (2002a) propõe um modelo analítico para simular o comportamento da 
fissuração e o efeito da perda de rigidez para estruturas de concreto armado, 
considerando as interações entre os materiais, baseados em funções de distribuição 
das deformações do aço e do concreto. Foram apresentados estudos comparando os 
resultados analíticos com resultados experimentais para validar o modelo proposto. 
 
CHOI (2002) analisou os mecanismos da interação na interface entre barras 
nervuradas e o concreto, como o atrito, a adesão e a características das nervuras, a fim 
de estabelecer uma expressão para prever a perda da resistência de aderência entre os 
dois materiais. 
 
 GIRARD (2002) apresentou um modelo em elemento finito desenvolvido para 
investigar o comportamento de coluna de concreto armado submetida a carregamento 
cíclico, considerando os efeitos do confinamento do concreto, a perda da rigidez do 
concreto, a deterioração gradual da aderência entre a armadura de aço e o concreto e 
outros aspectos não-lineares. 
 
 JEPPSSON (2003) analisou através de ensaios a influência da perda de 
aderência total em regiões da armadura longitudinal de vigas de concreto armado, no 
comportamento global da estrutura, onde a variação do comprimento da armadura de 
aço sem aderência com o concreto é feita através da colocação de tubos plásticos ao 
redor da barra.  
 CHEN (2003) investigou a influência da aderência-deslizamento, entre a barra de 
aço e o concreto, na distribuição das fissuras em elementos de concreto armado, 
através de um modelo numérico que utiliza elementos de ligação para simular as 
propriedades da interface. 
 
 SIMÃO (2003) discutiu diversos modelos utilizados para simular o 
comportamento do aço, do concreto e da aderência, na implementação de elementos 
finitos para análise não-linear de estruturas de concreto armado. 
 
 28
CAPÍTULO 2                                                                                          HISTÓRICO DO FENÔMENO DE ADERÊNCIA 
 
 FANG (2004) estudou a influência dos níveis de corrosão da armadura de aço 
sobre o comportamento aderência x deslizamento que ocorre entre a barra e o 
concreto, em amostra prismáticas submetidas ao ensaio de arrancamento. 
 
 JENDELE (2004) apresentou um modelo numérico para a simulação da 
aderência entre a armadura de aço e o concreto, baseado nas características 
geométricas unidimensionais da barra de aço e nas propriedades da interface. O 
modelo analisa vigas de concreto armado considerando a falha na aderência e a 
fissuração do concreto. 
 
 KWAK (2004) propôs um modelo analítico para simular o comportamento não-
linear de estruturas de concreto armado submetidas ao cisalhamento e à tensão 
normal. O modelo se baseia no equilíbrio de forças, nas condições de compatibilidade e 
nas relações tensão de aderência x deslizamento entre a barra de aço e o concreto. O 
comportamento do concreto considera a formação de fissuras as quais seguem 
ortogonalmente as direções das deformações principais e rotacionam de acordo com o 
histórico do carregamento. Foram apresentados estudos comparando os resultados 
analíticos com resultados experimentais para validar o modelo proposto. 
 
LOWES (2004) propôs um modelo de elemento para simular a aderência entre a 
barra de aço e o concreto, pelo método dos elementos finitos, para estruturas 
submetidas a qualquer tipo de carregamento. 
 
FRANÇA (2004) apresentou resultados de ensaios de tração direta e ensaios de 
arrancamento, realizados com concreto convencional e concreto contendo 
porcentagens de resíduos de borracha em substituição à areia, analisando as 
condições de aderência entre a barra de aço e o concreto. 
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LUCCIONI (2005) desenvolveu um modelo analítico para o estudo do 
comportamento de estruturas de concreto armado, formulado a partir da teoria da 
plasticidade e considerando que cada elemento que forma o concreto armado contribui 
proporcionalmente no comportamento final. No modelo são consideradas duas  fases 
que correspondem ao concreto e à armadura de aço. Para considerar o mecanismo da 
aderência-deslizamento é modificado o comportamento do aço. Para validar o modelo 
proposto foram apresentados estudos comparando os resultados analíticos com 
resultados experimentais obtidos por outros autores. 
 
YANG (2005) apresentou um modelo computacional para análise de vigas 
planas de concreto armado, onde as fissuras se propagam, a partir de um critério de 
energia, baseadas no conceito de fissuração fictícia. A geração automática das fissuras 
considera a deterioração da aderência entre o aço e o concreto para cada estado de 
carregamento. 
 
 BATIS (2005) examinou a performance de diferentes tipos de barras de aço, que 
foram submetidas a diversos estados de corrosão, devido à poluição atmosférica, 
utilizadas em amostras de elementos de concreto armado, observando-se as influências 
na aderência entre o aço e o concreto. 
 
CAMPIONE (2005) através de ensaios de arrancamento (pull-out test) estudou a 
aderência da armadura de aço embebida em elementos de concreto leve reforçado com 
fibras e feito com argila expandida, quando submetidos a carregamento monotônico e 
carregamento cíclico. 
 
OLIVEIRA FILHO (2005) analisou o comportamento experimental e teórico de 
vigas de concreto armado, quantificando a perda de rigidez através do cálculo de 
flechas sucessivas ocorridas durante a aplicação de carregamento cíclico. A ênfase foi 
dada à análise da aderência na interface aço-concreto. 
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 FANG (2006) estudou a influência da corrosão da armadura de aço sobre o 
comportamento aderência x deslizamento que ocorre entre a barra e o concreto,  para 
amostras prismáticas de concreto armado, através de ensaios de arrancamento e 
modelagem por elementos finitos.  
 
JENDELE (2006) apresentou um modelo numérico para simular a aderência 
entre a armadura de aço e o concreto, baseado nas características geométricas 
unidimensionais da barra, nas propriedades da superfície e na relação tensão de 
aderência x deslizamento. Este modelo é uma variação do modelo apresentado por 
JENDELE (2004). 
  
BROOKE (2006) através de ensaios, analisou a performance da aderência, entre 
a armadura de aço e o concreto, no interior da junção viga-pilar, quando submetida a 
carregamento cíclico. 
 
 CORONELLI (2006) desenvolveu uma modelagem não linear baseada no 
método dos elementos finitos, considerando as características do concreto, do aço e da 
interface, para análise do comportamento do cisalhamento em vigas de concreto 
armado. 
 
 HIGGINS (2006) através de investigação experimental analisou a influência dos 
estribos, quando submetidos à corrosão acelerada, na capacidade de resistência ao 
cisalhamento de vigas de concreto armado. 
 
 KWAK (2006) apresentou uma modelagem não-linear, pelo método dos 
elementos finitos, para a análise de vigas de concreto armado engastadas submetidas 
ao carregamento cíclico, sendo considerado comportamento da aderência x 
deslizamento entre a armadura de aço e o concreto. 
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ALMEIDA FILHO (2006) fez estudo teórico-experimental da aderência aço-
concreto, utilizando concreto do tipo auto-adensável, mediante ensaios monotônicos de 
flexão em vigas e de arrancamento. O estudo considerou parâmetros como o tipo de 
concreto (convencional ou auto-adensável), a resistência à compressão do concreto e o 
diâmetro das barras. 
 
AZAD (2007) estudou os efeitos da corrosão da armadura de aço sobre o 
comportamento de vigas fletidas. Através do ensaio de 56 amostras de vigas de 
concreto armado, considerando vários graus de corrosão da armadura, foi desenvolvido 
um modelo analítico que relaciona a densidade da corrosão da armadura como o 
momento fletor resistente da viga. 
 
HADDAD (2007) estudou experimentalmente, através de ensaios de 
arrancamento, os efeitos das reações agregado-cimento sobre as características da 
aderência entre o aço e o concreto em elementos de concreto armado. 
 
XIAO (2007) investigou, através de ensaios de arrancamento, o comportamento 
da aderência entre a armadura de aço e o concreto produzido com agregados 
reciclados. 
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CAPÍTULO 3 
 
MODELAGEM NUMÉRICA 
 
 
  
 
3.1 INTRODUÇÃO 
 
 Os modelos analíticos que representam cada material que constitui um elemento 
estrutural de concreto armado, bem como as interações entre eles, devem ser 
desenvolvidos de forma a satisfazer o comportamento real da estrutura. A modelagem 
pode se tornar muito complexa devido a diversos fatores: não-homogeneidade dos 
componentes que constituem a massa de concreto; aparecimento de fissuras e 
microfissuras que variam com o histórico do carregamento; não linearidade das 
relações tensão-deformação; perda de aderência entre a barra de aço e o concreto. 
Considerando esses e outros fatores, podemos ter uma combinação de modelos 
numéricos essenciais que levam em conta importantes características dos materiais e 
que podem simplificar algumas propriedades, através de considerações lineares, ou 
podem prever um comportamento mais real, através de considerações não lineares. 
Neste capítulo apresentam-se as propriedades, os modelos e os métodos de 
resolução numérica que representam o comportamento e as características do aço, do 
concreto e as interações e influências que um material pode exercer sobre o outro, que 
podem ser utilizados na formulação de modelagens numéricas computacionais de 
estruturas de concreto armado como, vigas, pilares, pórticos, lajes e suas combinações. 
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3.2 O MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
 
 O método dos elementos finitos surgiu, junto com outros métodos, para suprir a 
necessidade de resolver inúmeros problemas, a partir de complexos modelos 
matemáticos que representam o comportamento de materiais e estruturas. Por 
apresentar uma boa precisão e ser de fácil manuseio, o método dos elementos finitos 
(MEF) é o método mais utilizado para a análise numérica de estruturas.  
 O desenvolvimento generalizado da matriz de rigidez e do vetor de cargas para 
os elementos finitos, que serão utilizados neste trabalho, será demonstrado a seguir. 
Em ASSAN (1999) pode-se encontrar uma demonstração mais detalhada desse 
desenvolvimento.  
 
 
3.2.1 A MATRIZ DE RIGIDEZ 
 
 A técnica de análise pelo método dos elementos finitos consiste na divisão do 
domínio, contínuo (Figura 3.2.1.1), em um número finito de pequenas regiões, 
elementos finitos, tornando-o um meio discreto (Figura 3.2.1.2).  
 
 
meio contínuo
 
 
 
 
Figura 3.2.1.1- Meio contínuo. 
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meio discreto
nó4 7nó 3nó
nó2nó51nó
8nó nó6elemento
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.2.1.2- Meio discreto, divisão em elementos finitos (malha). 
 
 
A seguir, temos alguns passos para a obtenção da matriz de rigidez e do vetor 
de cargas empregados no método dos elementos finitos: 
 
a) obter as componentes de deslocamentos internos {v} em função de 
deslocamentos nodais {r} do elemento, através das funções de forma [ϕ]: 
 
{v} = [ϕ] {r}             (3.2.1) 
 
b) escrever as relações entre deformações e deslocamentos nodais: 
 
{ε} = [B] {r}             (3.2.2) 
 
c) adotar uma relação tensão-deformação apropriada [D]: 
 
{σ} = [D] {ε}             (3.2.3) 
 
d) substituir a equação (3.2.2) na (3.2.3): 
 
{σ} = [D] [B] {r}            (3.2.4) 
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e) o trabalho virtual externo é obtido através da imposição arbitrária de um 
deslocamento nodal virtual  }r~{ :
 
We ={ }              (3.2.5) { }fr~ t
 
f) o trabalho virtual interno é: 
 
Wi =             (3.2.6) { } { }∫ σε
V
t dV~
 
g) da equação (3.2.2), obtemos: 
 
{ } { } [ ]ttt Br~~ =ε              (3.2.7) 
 
h) substituindo (3.2.7) em (3.2.6), temos: 
 
Wi =            (3.2.8) { } [ ] { } ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ σ∫
V
tt dVBr~
 
i) agora, substituindo (3.2.4) em (3.2.8), temos: 
 
Wi =           (3.2.9) { } [ ] [ ] [ ] { }rdVBDBr~
V
tt
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫
 
j) igualando We e Wi obtemos o vetor de cargas nodais equivalentes: 
 
{f} =          (3.2.10) [ ] [ ] [ ] { }rdVBDB
V
t
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫
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{f} =[k] {r}           (3.2.11) 
 
onde a matriz de rigidez [k] é dada por: 
 
[k] =           (3.2.12) [ ] [ ] [ ]∫
V
t dVBDB
 
 
 A matriz de rigidez [K] da estrutura é obtida superpondo a matriz de rigidez [k] de 
cada elemento nas coordenadas globais. 
 A seguir, temos a relação do vetor dos esforços nodais externos conhecidos {R} 
com a matriz de rigidez global [K] e os deslocamentos nodais globais {g}, a serem 
encontrados com a resolução do sistema: 
 
{R} = [K] {g}           (3.2.13) 
 
 
 A tensão em cada elemento {σ} é obtida da equação (3.2.14): 
 
{σ} = [D] [B] {g}          (3.2.14) 
 
 
3.2.2 ELEMENTO FINITO BIDIMENSIONAL 
 
 Neste trabalho é utilizado o elemento finito bidimensional retangular, que aqui 
será denominado como LSR (Linear Strain Rectangle), composto por 8 nós, com 2 
graus de liberdade por nó (2 translações) (Figura 3.2.2.1). A rigidez do elemento é 
obtida numericamente usando uma grade três por três de pontos de integração de 
Gauss, para o cálculo da matriz constitutiva ortotrópica corrente e para a rotação para 
as coordenadas globais. 
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o x
2
(3,4)
y(v)
(9,10)
5
(1,2)
1
(11,12)
68
(15,16)
(5,6)
34
(7,8)
7
(13,14)
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.2.2.1- Elemento finito retangular (LSR). 
 
 
 Seja {u} o vetor que contém as funções aproximadoras das componentes dos 
deslocamentos para cada nó (incógnitas nodais): 
 
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧=
v
u
}u{                (3.2.15) 
 
 
 Para este elemento as funções aproximadoras têm variação quadrática sobre os 
lados, cujo sistema de referência está localizado no centro, sendo dadas por: 
 
u (x, y) = d1 + d2 x + d3 y + d4 x2 + d5 y2 + d6 x y + d7 x2 y + d8 x y2   (3.2.16) 
 
v (x, y) = d9 + d10 x + d11 y + d12 x2 + d13 y2 + d14 x y + d15 x2 y + d16 x y2  (3.2.17) 
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Sendo as incógnitas nodais dadas pelo vetor {d}, escrevemos {u} na forma 
matricial: 
 
{ }d
xyyxxyyxyx100000000
00000000xyyxxyyxyx1
v
u
2222
2222
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧     (3.2.18) 
 
 
onde, 
  
{d} = { d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 }t    (3.2.19) 
 
 
Fazendo, 
 
[ξ] =    (3.2.20) 
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
2222
2222
xyyxxyyxyx1
00000000
00000000
xyyxxyyxyx1
 
obtemos, 
 
{u} = [ξ] {d}           (3.2.21) 
 
 
 Considerando os elementos com largura L e altura h (Figura 3.2.2.2) podemos 
escrever, na forma matricial (3.2.22), os deslocamentos nodais considerando as 
funções aproximadoras, como se segue. 
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7
4 3
o
1
5
2
(u)x
y(v)
8 6
L
h
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.2.2.2- Dimensões dos elementos finitos. 
 
 
[ ]
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎭
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
=
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎭
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎬
⎫
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎩
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎧
16
15
4
3
2
1
8
8
2
2
1
1
d
d
.
.
.
d
d
d
d
A
v
u
.
.
.
v
u
v
u
          (3.2.22) 
 
 
Assim, temos: 
 
{r} = [A] {d}           (3.2.23) 
 
 
 Agora, substituindo (3.2.23) em (3.2.21), temos: 
 
{u} = [ξ] [A]-1 {r}          (3.2.24) 
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Sendo: 
 
x
u
x ∂
∂=ε   (deformação no eixo x) 
 
y
v
y ∂
∂=ε   (deformação no eixo y) 
 
x
v
y
u
xy ∂
∂+∂
∂=γ  (deformação angular) 
 
 
 Podemos escrever, em forma matricial: 
 
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
∂
∂
∂
∂
∂
∂∂
∂
=
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
γ
ε
ε
v
u
xy
y
0
0
x
xy
y
x
         (3.2.25) 
 
 
{ε} = [L] {u}           (3.2.26) 
 
 
 Substituindo (3.2.24) em (3.2.26) obtemos a deformação: 
 
 {ε} = [L] [ξ] [A]-1 {r} 
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onde, 
 
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
=ξ
22
2
2
yxy2y0x2010xy2xxy20100
xy2xxy2010000000000
00000000yxy2y0x2010
][]L[  
 
 
Fazendo: 
 
[B] = [L] [ξ] [A]-1 = [ψ] [A]-1         (3.2.27) 
 
 
Agora temos: 
 
{ε} = [B] {r}           (3.2.28) 
 
 
Como a tensão é dada por: 
 
 {σ} = [D] {ε}           (3.2.29) 
 
 
Substituindo (3.2.28) em (3.2.29), obtemos: 
 
{σ} = [D] [B] {r}          (3.2.30) 
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 A matriz de rigidez [k] de cada elemento finito pode ser obtida, para o caso em 
que não se tem explicitada a matriz [B], substituindo (3.2.27) em (3.2.12): 
 
∫ −− ψψ=
V
1tt1 ]A[dV][]D[][]]A[[]k[         (3.2.31) 
 
 
Com isso, podemos obter os valores de [k] que somados, nas coordenadas 
globais, constituirão a matriz de rigidez global da estrutura conforme (3.2.13). 
 
 Para obtermos o vetor de cargas nodais equivalentes {f} de (3.2.10), a partir do 
vetor de tensões de cada elemento {σ}, fazemos: 
 
{f} =          (3.2.10) [ ] [ ] [ ] { }rdVBDB
V
t
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫
 
 
{f} =          (3.2.32) [ ] [ ] { } [ ]∫
V
t dVBrDB
 
 
Substituindo (3.2.30) em (3.2.32), obtemos {f}: 
 
{f} =            [ ]∫ σ
V
t dVB}{
 
{f} =           (3.2.33) [ ]∫σ
V
t dVB}{
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3.3 PROCEDIMENTO INCREMENTAL-ITERATIVO PARA ANÁLISE NÃO-LINEAR 
 
 Em muitos casos, quando as condições de carregamento permitem e para 
simplificar processos de análises, é considerado que o comportamento da estrutura de 
concreto armado assume uma descrição física linear. Porém, na maioria dos casos, a 
estrutura exibe um comportamento de não linearidade física que não pode ser 
desprezado. 
 O problema não linear é solucionado numericamente através de um 
procedimento incremental-iterativo, onde, para cada incremento do carregamento 
aplicado, o equilíbrio da estrutura é verificado, a partir de ciclos de aproximações 
iterativas, até as equações de equilíbrio atingirem uma precisão satisfatória. A Figura 
3.3.1 mostra as relações carregamento-deslocamento (f x r) da estrutura e tensão-
deformação (σ x ε) do elemento, para o caso de tensão uniaxial. 
 
a)            b) 
 
εrr ε
f
f σ
σ
i
j
j
i
j
i
j
i
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.3.1- a) Curva carregamento-deslocamento (f x r); b) Curva tensão-deformação (σ x ε).    
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Podemos ter três métodos para serem aplicados, separados ou combinados no 
procedimento incremental-iterativo, que são classificados como: 
 
método da rigidez inicial (Figura 3.3.2): o módulo de elasticidade inicial (Eo) é 
mantido para todos os incrementos, permanecendo sempre a mesma rigidez da 
estrutura para cada solução até a convergência do sistema; 
 
não atualizada
matriz de rigidez
0
f
oE
0
E o
σ
r
r
ε
i
j
if j
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.3.2- Método da rigidez inicial para análise não-linear.   
 
método da rigidez secante (Figura 3.3.3): a rigidez da estrutura é atualizada 
para cada incremento a partir da atualização do módulo de elasticidade (Es) que 
é obtido pela reta secante ao ponto considerado na curva tensão-deformação, 
até a convergência do sistema; 
 
matriz de rigidez
atualizada
f
0 r
r
σ
0
E s
ε
jf i
j
i
E o
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.3.3- Método da rigidez secante para análise não-linear.    
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método da rigidez tangente (Figura 3.3.4): a rigidez da estrutura é atualizada 
para cada incremento a partir da atualização do módulo de elasticidade (Et) que 
é obtido pela reta tangente ao ponto considerado na curva tensão-deformação, 
até a convergência do sistema. 
 
ε
matriz de rigidez
atualizada
i
2
6
2
1
1
ir∆
1
if∆
∆r i2
ir1 r
f 1
i
2
if
i
ext
0
f
f
5
4
3
i
2εiε 1
iσ2σ i1
∆ε i1 ∆ε i2
2c
iσ
σ i1c
r i 0
E o
σ
r
E t
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.3.4- Método da rigidez tangente para análise não-linear.    
 
 
Desses métodos, o método da rigidez tangente converge com mais rapidez 
satisfazendo as condições de equilíbrio e compatibilidade. Esse método será utilizado 
no presente trabalho.  
 A seguir serão descritos, de forma genérica (relação tensão x deformação 
unidimensional) para o método da rigidez tangente, os passos para o procedimento de 
um incremento i do carregamento externo ( ) combinado com iterações de equilíbrio 
para traçar o comportamento não-linear da estrutura. O comportamento não-linear 
também pode ser analisado através da imposição de incrementos de deslocamentos. 
i
extf
 
1) É aplicado o carregamento total externo ( ), com a rigidez inicial (k) de cada 
elemento da estrutura sendo obtida a partir do módulo de elasticidade inicial (E
i
extf
o). 
Através da solução de equações de equilíbrio é obtido o deslocamento nodal ( ), 
assumindo-se um comportamento elástico linear; 
i
1r
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2) Com o deslocamento nodal ( ) é obtida a deformação ( ) e, considerando o módulo 
de elasticidade inicial (E
i
1r
i
1ε
o), obtém-se a tensão ( ). A tensão real na curva ( ) é 
obtida substituindo a deformação ( ) na expressão que traça o comportamento do 
material; 
i
1σ i c1σ
i
1ε
 
3) O carregamento desequilibrado ( ), que será reaplicado na estrutura, pode ser 
obtido de duas formas: 
i
1f∆
 
a- Calcula-se a diferença entre as tensões ( ): i1σ∆
 
i
1σ∆  = -             (3.3.1) i c1σ i1σ
 
Substitui-se  em (3.2.33) para se obter o carregamento desequilibrado: i1σ∆
 
i
1f∆  =            (3.3.2) ∫σ∆
V
ti
1 dVB)(
 
b- Substitui-se  em (3.2.33) para se obter o carregamento ( ) que equilibra 
essa tensão: 
i
c1σ i1f
 
i
1f  = ∫σ
V
ti
c1 dVB)(            (3.3.3) 
 
Calcula-se a diferença entre o carregamento de equilíbrio ( ) e o carregamento 
total externo ( ) para se obter o carregamento desequilibrado: 
i
1f
i
extf
 
i
ext
i
1
i
1 fff −=∆            (3.3.4) 
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 Esta segunda técnica será aplicada no desenvolvimento do trabalho, por 
apresentar menor acúmulo de erros numéricos, pois o equilíbrio é sempre verificado 
com o carregamento total externo ( ); iextf
 
4) O carregamento desequilibrado ( ) é reaplicado na estrutura, onde a rigidez inicial 
(k) de cada elemento da estrutura agora é obtida a partir do módulo de elasticidade 
tangente (E
i
1f∆
t), para o ponto da curva correspondente à deformação . Esses passos 
são repetidos até que o valor, para o carregamento desequilibrado, esteja dentro de um 
critério de convergência aceitável para finalizar o processo para o incremento i do 
carregamento externo. 
i
1ε
 
 
3.4 MODELO CONSTITUTIVO PARA O CONCRETO COMUM 
 
3.4.1 GENERALIDADES 
 
 O concreto é um material heterogêneo que apresenta um comportamento muito 
complexo. A modelagem realística de suas propriedades torna-se muito difícil devido às 
diversas características e condições que devem ser consideradas para uma análise 
mais próxima da situação real. Assim, para simplificar a análise numérica, procura-se 
considerar as propriedades dominantes que mais representam o comportamento do 
material.  
 Na maioria das situações o modelo constitutivo para o concreto comum 
considera um comportamento não-linear na compressão uniaxial e um comportamento 
linear elasto-frágil na tração uniaxial. O desenvolvimento do modelo constitutivo 
ortotrópico para o concreto comum sob um estado biaxial de tensões, que teve as 
primeiras idealizações feitas por LIU (1972), passa a considerar um comportamento 
mais complexo para a relação biaxial tensão-deformação, sob diferentes combinações 
de carregamento. 
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A relação tensão-deformação, para um estado biaxial de tensão, a partir da 
relação constitutiva incremental, nas direções ortotrópicas 1 e 2 do material ortotrópico, 
é apresentada a seguir: 
 
 
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
σ
σ
σ
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
υ−
υ−
=
⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
ε
ε
ε
−
−−
−−
12
2
1
1
12
1
2
1
121
1
212
1
1
12
2
1
d
d
d
G00
0EE
0EE
d
d
d
        (3.4.1) 
 
 
 A condição de simetria é dada por: 
 
υ12 E1 = υ21 E2            (3.4.2) 
 
 
 Considerando a simetria, podemos reescrever (3.4.1), como: 
 
 
( ) ⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
ε
ε
ε
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
υυ−
υυ
υυ
υυ−=⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
τ
σ
σ
12
2
1
122112
2212112
2121121
2112
12
2
1
d
d
d
G100
0EEE
0EEE
1
1
d
d
d
    (3.4.3) 
 
 
Um modelo que representa bem o comportamento do concreto, sendo de fácil 
aplicação na análise numérica de estruturas de concreto armado, é o modelo 
ortotrópico proposto por DARWIN (1974), denominado de modelo da deformação 
uniaxial equivalente. GREUNEN (1979) utilizou esse modelo para analisar painéis de 
concreto armado, obtendo excelentes resultados, e em seu trabalho é ressaltado que 
outros pesquisadores obtiveram melhores resultados com esse modelo, quando 
comparado com outros modelos, sem necessitar de um maior esforço computacional. 
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CHAN (1982) analisou cascas de concreto armado, através do método dos elementos 
finitos, onde a modelagem do concreto foi feita utilizando o modelo da deformação 
uniaxial equivalente, chegando a excelentes resultados. SHAYANFAR (1995) analisou 
os efeitos do tamanho do elemento finito na análise não-linear de estruturas de 
concreto, onde o modelo da deformação uniaxial equivalente foi utilizado para modelar 
o concreto, devido à facilidade de manuseio e os excelentes resultados conseguidos.  
 
 
3.4.2 DEFORMAÇÃO UNIAXIAL EQUIVALENTE 
 
 O modelo ortotrópico incremental proposto por DARWIN (1974) analisa 
independentemente as duas direções principais do material, através da deformação em 
cada uma das direções, denominado de modelo da deformação uniaxial equivalente. 
Nesse modelo a curva tensão-deformação no estado biaxial é representada por duas 
curvas uniaxiais equivalentes tensão-deformação, sendo uma para cada eixo principal. 
Essa técnica consiste em remover o efeito de Poisson que aparece no comportamento 
biaxial do concreto. 
 
Podemos reescrever (3.4.3), como: 
 
( ) ⎪⎭
⎪⎬
⎫
⎪⎩
⎪⎨
⎧
ε
ε
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        (3.4.4) 
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 Onde as deformações uniaxiais equivalentes dε1u e dε2u são definidas como: 
 
 2
12112
22112
1
2112
u1 dE)1(
E
d
1
1d ευυ−
υυ+ευυ−=ε         (3.4.5) 
 
 2
2112
1
22112
12112
u2 d1
1d
E)1(
E
d ευυ−+ευυ−
υυ=ε         (3.4.6) 
 
 
 De (3.4.1), temos: 
 
 
2
2
12
1
1
1 E
d
E
dd συ−σ=ε             (3.4.7) 
 
 
1
1
21
2
2
2 E
d
E
dd συ−σ=ε            (3.4.8) 
 
em que, . 221112 EE υ=υ
 
 
 Substituindo em (3.4.5) e (3.4.6), e rearranjando, temos: 
 
 
n1
dd
12
1
u1 αυ−
ε=ε                (3.4.9) 
 
 
n1
dd
21
2
u2 αυ−
ε=ε              (3.4.10) 
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onde, 
α – relação das tensões principais (
2
1
σ
σ
, σ1 ≥ σ2); 
 n – relação entre os módulos de elasticidades principais (
2
1
E
E ). 
 
 A introdução das deformações uniaxiais equivalentes, dε1u e dε2u, em (3.4.4), 
eliminou a dependência do módulo de elasticidade com o efeito de Poisson, na curva 
tensão-deformação. 
 A deformação uniaxial equivalente total (εiu) para todos os incrementos é 
representada por: 
 
∑∑ σ=ε=ε
i
i
iuiu E
dd          (3.4.11) 
 
onde, 
 
 dσi – tensão principal na direção i para o incremento correspondente. 
 
 
 Considerando a curva da Figura 3.4.2.1, apresentada a seguir, a deformação 
uniaxial equivalente, na direção principal i, para um certo incremento é dada por: 
 
 1j
i
1j
i
j
ij
iu E −
−σ−σ=ε∆           (3.4.12) 
 
onde, 
j
iσ  – tensão principal na direção i da iteração atual; 
 1ji
−σ  – tensão principal na direção i da iteração anterior; 
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  – módulo de elasticidade tangente da iteração atual; jiE
  – módulo de elasticidade tangente da iteração anterior. 1jiE
−
 
 
 A deformação uniaxial equivalente total será: 
 
           (3.4.13) jiu
1j
iu
j
iu ε∆+ε=ε −
 
 
 
j
iuεj-1ε iu
jσ iσ j-1i
∆ε j-1iu ∆ε jiu
i
jσ
σ j-1i
o
σ
ε
i
iu
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.2.1- Curva tensão-deformação uniaxial equivalente. 
 
 
A seguir serão apresentadas as relações constitutivas para os diversos estágios 
do concreto submetido à compressão e à tração, a partir das curvas tensão-
deformação, considerando o modelo da deformação uniaxial equivalente. 
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3.4.3 CURVAS TENSÃO-DEFORMAÇÃO 
 
3.4.3.1 CONCRETO SUBMETIDO À COMPRESSÃO – TENSÃO ABAIXO DA 
MÁXIMA RESISTÊNCIA À COMPRESSÃO 
 
A relação constitutiva para o concreto submetido à compressão, representado 
pela curva uniaxial tensão-deformação, que descreve o comportamento do material 
quando a tensão é menor ou igual à máxima resistência à compressão (tensão de 
esmagamento, crushing), a partir do conceito da deformação uniaxial equivalente 
(Figura 3.4.3.1) utilizada por DARWIN (1974), é dada pela expressão proposta por 
SAENZ (1964): 
 
 
2
ic
iu
ic
iu
s
o
oiu
i
2
E
E1
E
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
ε
ε+ε
ε
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −+
ε=σ ,      (σi  ≤ σic)      (3.4.14) 
 
onde, 
 
σi – tensão principal na direção i; 
εiu – deformação uniaxial equivalente na direção da tensão principal i; 
σic – máxima tensão de compressão na direção principal, obtida da curva 
envoltória biaxial; 
εic – deformação correspondente a σic; 
Eo – módulo de elasticidade tangente inicial para tensão zero; 
Es – módulo de elasticidade secante para a máxima tensão de compressão (σic): 
 
ic
ic
sE ε
σ=            (3.4.15) 
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ε
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ε uε iu
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Figura 3.4.3.1- Curva tensão-deformação uniaxial equivalente para o concreto comprimido 
abaixo da máxima resistência à compressão (fonte: DARWIN, 1974). 
 
 
 Os módulos de elasticidades tangentes nas direções principais, E1 e E2, são 
obtidos a partir da curva tensão-deformação, para cada incremento de carregamento, 
item 3.3, satisfazendo o comportamento não-linear. 
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⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
ε
ε−
=ε∂
σ∂=        (3.4.16) 
 
 
Neste estágio, em que a tensão de compressão ainda não ultrapassou a máxima 
resistência à compressão do concreto, e considerando também que o concreto ainda 
não começou a fissurar por tração devido à outra tensão principal, o sistema de 
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coordenadas locais referente aos eixos principais gira livremente. O ângulo (θ), entre o 
sistema de coordenadas locais e o sistema de coordenadas globais, dependerá do 
estado de tensões para cada iteração e incremento de cargas: 
 
θ = θp            (3.4.17) 
 
onde, 
 
θ – ângulo formado entre o sistema local e o sistema global;  
θp – ângulo entre o sistema de eixos principais e o sistema global.  
 
 
3.4.3.2 CONCRETO SUBMETIDO À COMPRESSÃO – TENSÃO ACIMA DA MÁXIMA 
RESISTÊNCIA À COMPRESSÃO 
 
Quando a tensão de compressão atinge a máxima resistência à compressão 
(tensão de esmagamento), o concreto começa a escoar e a tensão passa a cair com o 
aumento da deformação. Uma fissura por esmagamento aparece no plano normal à 
direção da tensão principal que ultrapassou o limite de resistência do material, no ponto 
em consideração. Esse comportamento se dá pela perda da rigidez (amolecimento) 
resultante do esmagamento do concreto, causando um descarregamento até a 
deformação atingir uma deformação limite, a partir da qual é considerado que o 
concreto perdeu toda a sua capacidade de suporte.  
A curva envoltória para o amolecimento do concreto comprimido, representado 
pela curva uniaxial tensão-deformação, quando a tensão é maior que a máxima 
resistência à compressão, a partir do conceito da deformação uniaxial equivalente 
(Figura 3.4.3.2), apresentada por DARWIN (1974),é dada por: 
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( iciu
icu
icc
ici
f2.0 ε−ε⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
ε−ε
σ−+σ=σ ),      (εi  ≥ εic)      (3.4.18) 
 
onde, 
 
σi – tensão principal na direção i; 
εiu – deformação uniaxial equivalente na direção da tensão principal i; 
σic – máxima tensão de compressão na direção principal, obtida da curva 
envoltória biaxial; 
εic – deformação correspondente a σic; 
εu – deformação limite; 
fc – máxima resistência à compressão do concreto. 
 
 
Com o escoamento do concreto a tensão cai com o aumento da deformação, 
levando a um módulo de elasticidade tangente negativo. Assim, para evitar dificuldades 
numéricas, o módulo de elasticidade tangente que era positivo, no passo anterior ao 
escoamento, agora é assumido ter valor nulo (3.4.19). 
 
Ei = 0            (3.4.19) 
 
 
Temos, portanto, a relação constitutiva para o material comprimido após o início 
do esmagamento: 
 
dσ = 0 dε           (3.4.20) 
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Figura 3.4.3.2- Curva tensão-deformação uniaxial equivalente para o concreto comprimido 
acima da máxima resistência à compressão (fonte: DARWIN, 1974). 
 
 
Após ser atingida a máxima resistência à compressão, dando início ao 
esmagamento do concreto, o sistema de coordenadas locais, referente aos eixos 
principais, torna-se fixo. O ângulo (θ) (Figura 3.4.3.3), entre o sistema de coordenadas 
locais e o sistema de coordenadas globais, assume o valor do ângulo (θp-1) entre o 
sistema de eixos principais e o sistema global referente ao estado de tensões que deu 
início ao escoamento do concreto.  
 
θ = θp-1           (3.4.21) 
 
 
onde, 
 
θ – ângulo formado entre o sistema local e o sistema global;  
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θp-1 – ângulo entre o sistema de eixos principais e o sistema global da iteração 
anterior.  
 
σ x
τ xy
σ y
y
xσθ
iσ
iσ
ε iu
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.3.3- Ângulo entre o sistema de coordenada local e o sistema de coordenada global 
para o concreto comprimido. 
 
 
3.4.3.3 CONCRETO SUBMETIDO À TRAÇÃO – TENSÃO ABAIXO DA MÁXIMA 
RESISTÊNCIA À TRAÇÃO 
 
 
A resistência à tração do concreto é uma das propriedades mais importantes 
para a análise numérica não-linear de estruturas de concreto armado. A máxima 
resistência à tração corresponde a aproximadamente um décimo da resistência à 
compressão. O concreto tracionado se comporta como um material linear elasto-frágil, 
fissurando nas regiões em que a tensão de tração é superior à máxima resistência à 
tração do material. 
Na região onde a tensão de tração ainda não ultrapassou a máxima resistência à 
tração do concreto, a curva tensão-deformação pode ser considerada linear (Figura 
3.4.3.4).  
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iuoi E ε=σ ,  (σi ≤ σit)        (3.4.22) 
 
onde, 
 
σit – máxima resistência à tração do concreto na direção principal i. 
 
 
tf
ε it
oE
iu+ε
i
= σit
σi
iuε
σ  = iuεi Eo
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.3.4- Curva tensão x deformação uniaxial equivalente para o concreto tracionado 
abaixo da máxima resistência à tração. 
 
 
 O módulo de elasticidade tangente (Ei) na direção principal i é constante, sendo 
considerado o módulo de elasticidade inicial, até ser atingida a máxima resistência à 
tração: 
 
Ei = Eo            (3.4.23) 
 
Neste estágio, em que a tensão de tração ainda não ultrapassou a máxima 
resistência à tração do concreto, e considerando também que o concreto ainda não 
começou a fissurar por compressão devido a outra tensão principal, o sistema de 
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coordenada local, referente aos eixos principais, rotaciona livremente. O ângulo (θ) 
entre o sistema de coordenada local e o sistema de coordenada global dependerá do 
estado de tensões para cada iteração e incremento de cargas.  
 
θ = θp            (3.4.24) 
 
onde, 
 
θ – ângulo formado entre o sistema local e o sistema global;  
θp – ângulo entre o sistema de eixos principais e o sistema global.  
 
 
3.4.3.4 CONCRETO SUBMETIDO À TRAÇÃO – TENSÃO ACIMA DA MÁXIMA 
RESISTÊNCIA À TRAÇÃO 
 
Quando a tensão de tração atinge a máxima resistência à tração (tensão de 
fissuração), o concreto começa a fissurar e a tensão cai rapidamente com o aumento da 
deformação. Uma fissura por tração aparece no plano normal à direção da tensão 
principal que ultrapassou o limite de resistência do material, no ponto em consideração. 
Esse comportamento se dá pela perda da rigidez (amolecimento) causando um 
descarregamento vertical, a partir do qual é considerado que o concreto perdeu toda a 
sua capacidade de suporte.  
Em elementos de concreto armado, após o início da fissuração, o aço assume 
parte da transferência da tensão entre os planos da fissura, contribuindo na rigidez total 
do concreto. Assim, o concreto fissurado mantém certa rigidez entre os planos da 
fissura (tension stiffening effect), perdendo resistência gradualmente após a fissuração 
(FIGUEIRAS, 1983). A curva envoltória para o amolecimento do concreto tracionado, 
representado pela curva uniaxial tensão-deformação, quando a tensão é maior que a 
máxima resistência à tração, a partir do conceito da deformação uniaxial equivalente 
(Figura 3.4.3.5), apresentada por DARWIN (1974),é dada por: 
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( tiuoi fE1
1 β−εβ−=σ ),      (εi  ≥ εit)        (3.4.25) 
 
onde, 
 
σi – tensão principal na direção i; 
εiu – deformação uniaxial equivalente na direção da tensão principal i; 
β – constante limite para a máxima deformação; 
ft – máxima resistência à tração do concreto. 
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Figura 3.4.3.5- Curva tensão x deformação uniaxial equivalente para o concreto tracionado 
acima da máxima resistência à tração. 
 
 
Com a fissuração do concreto, a tensão cai com o aumento da deformação, 
levando a um módulo de elasticidade tangente negativo. Assim, para evitar dificuldades 
numéricas, o módulo de elasticidade tangente que era positivo, no passo anterior ao 
início do escoamento, agora é assumido ter valor nulo (3.4.26). 
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Ei = 0            (3.4.26) 
 
Temos, portanto, a relação constitutiva para o material tracionado após o início 
do escoamento: 
 
dσ = 0 dε           (3.4.27) 
 
 
Após ser atingida a máxima resistência à tração, dando início ao escoamento do 
concreto, o sistema de coordenadas locais, referente aos eixos principais, torna-se fixo 
(fixed angle crack model), assumindo, assim, que a primeira fissura formada é a mais 
crítica, se comparado com o modelo que permite a rotação da fissura (rotating angle 
crack model). O ângulo (θ) (Figura 3.4.3.6), entre o sistema de coordenada local e o 
sistema de coordenada global, assume o valor do ângulo (θp-1) entre o sistema de eixos 
principais e o sistema global referente ao estado de tensões que deu início ao 
escoamento do concreto.  
 
θ = θp-1           (3.4.28) 
 
onde, 
 
θ – ângulo formado entre o sistema local e o sistema global;  
θp-1 – ângulo entre o sistema de eixos principais e o sistema global da iteração 
anterior.  
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Figura 3.4.3.6- Ângulo entre o sistema de coordenada local e o sistema de coordenada global 
para o concreto tracionado. 
 
 
3.4.4 CONDIÇÕES DE DESCARREGAMENTO E RECARREGAMENTO 
 
 O descarregamento ou tensão reversa do concreto é possível devido aos efeitos 
de deformação lenta (creep) e retração (shrinkage) do material e a história do 
carregamento, devendo, portanto, ser considerado. DARWIN (1974) incluiu em seu 
modelo curvas de carregamento, descarregamento e recarregamento para a análise de 
estruturas submetidas ao carregamento cíclico. 
Um modelo simples para o descarregamento e o recarregamento da estrutura é 
adotado, baseado no modelo proposto por GREUNEN (1979), não sendo considerado o 
carregamento cíclico. 
A Figura 3.4.4.1, apresenta a curva para o descarregamento e o recarregamento, 
a qual acompanha o módulo de elasticidade inicial Eo, para o concreto submetido à 
compressão. 
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Figura 3.4.4.1- Condições de descarregamento e recarregamento para diferentes estados do 
concreto comprimido (fonte: GREUNEN, 1979). 
 
 
 A seguir serão descritos os diferentes estados para o carregamento, 
descarregamento e recarregamento para o concreto comprimido. 
 
1C – Carregamento de compressão ao longo da curva até atingir a máxima 
resistência à compressão σic (esmagamento). Nesse estágio o descarregamento 
e recarregamento se dão ao longo de 3C; 
 
2C – Redução da tensão após atingir a máxima resistência à compressão σic 
(esmagamento). Caso ocorra descarregamento e recarregamento se darão ao 
longo de 4C; 
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3C – Descarregamento ou recarregamento na compressão antes de atingir o 
esmagamento do concreto, assumindo o módulo de elasticidade inicial Eo. Nesse 
estágio a tensão pode passar da compressão para a tração; 
 
4C – Descarregamento ou recarregamento na compressão após atingir o 
esmagamento do concreto, assumindo o módulo de elasticidade inicial Eo. Nesse 
estágio a tensão pode passar da compressão para a tração; 
 
5C – O concreto perdeu toda a sua capacidade de suporte. Caso ocorra 
descarregamento ou recarregamento, se dará ao longo do eixo horizontal. 
 
 
A curva para o descarregamento e o recarregamento acompanha o módulo de 
elasticidade tangente Es, para o concreto submetido à tração (Figura 3.4.4.2). 
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Figura 3.4.4.2- Condições de descarregamento e recarregamento para diferentes estados do 
concreto tracionado. 
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A seguir serão descritos os diferentes estados para o carregamento, 
descarregamento e recarregamento para o concreto tracionado. 
 
1T – Carregamento de tração ao longo da curva até atingir a máxima resistência 
à tração σit (escoamento). Nesse estágio o descarregamento e recarregamento 
se dão ao longo da própria curva 1T, podendo passar da tração para a 
compressão; 
 
2T – Redução da tensão após atingir a máxima resistência à tração σit 
(escoamento). Caso ocorra descarregamento ou recarregamento, se dará ao 
longo de 3T; 
 
3T – Descarregamento ou recarregamento na tração após atingir o escoamento 
do concreto, assumindo o módulo de elasticidade tangente Es. Nesse estágio a 
tensão pode passar da tração para a compressão; 
 
4T – O concreto perdeu toda a sua capacidade de suporte. Caso ocorra 
descarregamento ou recarregamento, se dará ao longo do eixo horizontal. 
 
 
3.4.5 MODELAGEM DA FISSURAÇÃO DO CONCRETO 
 
 O comportamento das fissuras sob as condições do carregamento externo é uma 
combinação de dois componentes:  determinação do início (formação) e  método de 
representação. 
 A consideração do elemento de concreto fissurado, a partir da modelagem pelo 
método dos elementos finitos, pode ser baseada em diferentes modelos que vêm sendo 
desenvolvidos a partir da década de 60. A escolha do modelo depende do objetivo da 
análise a ser realizada.  A fissura pode ser representada de duas formas básicas: 
fissuração discreta e fissuração distribuída. 
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3.4.5.1 MODELO DE FISSURAÇÃO DISCRETA 
 
 A consideração da fissuração discreta em elementos de concreto armado, 
utilizando o método dos elementos finitos, se faz pela locação da fissura no elemento 
de concreto em regiões pré-determinadas. Essas fissuras, unidirecionais ou 
bidirecionais, seguem as faces dos elementos finitos, sendo impostas através de 
descontinuidades geométricas.  
O primeiro modelo de fissuração discreta foi desenvolvido por NGO (1967), que 
propôs um modelo elástico linear para a análise de vigas de concreto armado, com a 
forma das fissuras já definidas, impostas através da separação nodal dos elementos 
finitos, sendo atribuídos novos nós sobrepostos aos nós onde passarão as fissuras 
(Figura 3.4.5.1). 
 Normalmente esse modelo é utilizado quando se tem interesse no 
comportamento local de uma fissura dominante (YAO, 1993). 
 A dificuldade em se trabalhar com esse modelo se faz pelo fato que a localização 
e orientação da fissura, na maioria dos casos, não são conhecidas, sendo muito difícil 
locar inicialmente uma fissura, de forma que seja a mais próxima da situação real. Outra 
dificuldade envolve a redefinição da topologia da estrutura conforme a fissura vai se 
propagando ao longo do processo de análise. A mudança da topologia da estrutura 
afeta toda a malha e a matriz de rigidez dos elementos finitos, aumentando o esforço 
computacional. 
 
elementos
fissura
elementos
nós sobrepostosnós
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.5.1- Esquema do modelo de fissuração discreta. 
 68
CAPÍTULO 3                                                                                                                          MODELAGEM NUMÉRICA 
3.4.5.2 MODELO DE FISSURAÇÃO DISTRIBUÍDA 
 
 A consideração da fissuração distribuída (Figura 3.4.5.2), idealizada por RASHID 
(1968), em elementos de concreto armado utilizando o método dos elementos finitos, 
não se faz de modo discreto através da descontinuidade do material. A fissura é 
considerada através da mudança das propriedades do material, representado pelos 
elementos finitos, conforme a fissura vai se propagando. Com isso, a topologia da 
estrutura permanece inalterada, não necessitando a geração da fissura através da 
redefinição da malha dos elementos finitos, e possibilitando que a fissura se propague 
para qualquer direção, sem grande esforço computacional. Neste trabalho é utilizado 
esse método para considerar a fissuração nos elementos de concreto. 
 
 
fissuras
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.5.2- Esquema do modelo de fissuração distribuída. 
 
 
3.4.5.3 CRITÉRIOS DE FORMAÇÃO DAS FISSURAS 
 
 O surgimento da fissura ao longo do elemento de concreto deve respeitar alguns 
critérios relacionados com as propriedades do material. Assim, temos: critério da 
resistência e critério da energia de fratura. 
 O critério da resistência estabelece que quando a tensão principal excede a 
resistência do concreto, no caso resistência à tração, uma fissura aparece ao longo da 
direção perpendicular à tensão principal. A abertura ou fechamento da fissura obedece 
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à curva tensão-deformação (Figura 3.4.3.5). O resultado final da análise de uma 
estrutura utilizando esse método, acaba sendo influenciado pelas dimensões dos 
elementos finitos e pelo número de pontos de integração de Gauss, sendo necessária a 
simulação através de inúmeras malhas de elementos finitos para definir qual se 
aproxima mais da situação real. 
 O critério da energia de fratura também estabelece que quando a tensão 
principal excede a resistência do concreto, no caso resistência à tração, uma fissura 
aparece ao longo da direção perpendicular à tensão principal. Porém, a abertura ou 
fechamento da fissura obedece à energia de fratura do material. A seguir é 
demonstrada, de forma geral, a utilização da energia de fratura na curva tensão-
deformação. 
 Vamos considerar um elemento finito com fissuras distribuídas ao longo de um 
comprimento h (comprimento equivalente) e a curva tensão-deformação após o início 
da fissuração (Figura 3.4.5.3) (ROTS, 1985): 
 
 
 
h
i+σ
σit
+ε iuε it
g f
distribuída
fissura
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.5.3- Curva tensão-deformação para o elemento com fissuras distribuídas. 
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 A área (gf) sob a curva é dada por: 
 
            (3.4.29) ∫ εσ= iuif dg
 
 
 Agora, definido Gf como sendo a energia de fratura requerida para criar uma 
unidade de área de uma fissura contínua, que representa a área sob a curva tensão-
abertura da fissura (Figura 3.4.5.4), temos:  
 
            (3.4.30) ∫ σ= dwG if
 
onde, w representa a soma das aberturas de todas as micro-fissuras dentro da zona de 
fratura h, podendo ser definida como: 
 
            (3.4.31) ∫ ε=
h
iudnw
 
sendo, n a direção perpendicular ao plano da deformação. 
 
 
w
fG
i+σ
itσ
w
itw
discreta
fissura
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.5.4- Curva tensão-abertura da fissura. 
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 Considerando que as micro-fissuras são uniformemente distribuídas, temos: 
 
w = h εiu           (3.4.32) 
 
 A partir de (3.4.29), (3.4.30) e (3.4.32) obtemos a relação entre gf e Gf: 
 
 Gf = h gf           (3.4.33) 
 
 
 Com isso, podemos definir uma nova curva tensão-deformação (Figura 3.4.5.5) 
que depende da energia de fratura Gf do material. 
 
 
σit
i
ε it iu+ε
Gf
h
itε  = f
h
G2
itσ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.5.5- Curva tensão-deformação em função da energia de fratura. 
 
 
Utilizando o modelo de fissuração distribuída na análise pelo método dos 
elementos finitos e considerando que cada elemento finito retangular  (Figura 3.2.2.1) 
tem nove pontos de integração de Gauss, temos que o comprimento equivalente (h) 
corresponde ao comprimento de influência, de cada ponto de integração de Gauss, na 
direção perpendicular ao plano de propagação da fissura (Figura 3.4.5.6).  
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hx
yh
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.5.6- Comprimento equivalente de cada ponto de integração do elemento finito. 
 
 
 Esse comprimento equivalente é uma quantidade puramente geométrica, sendo 
determinado em função das dimensões e forma da região de influência de cada ponto 
de Gauss e do ângulo normal à propagação da fissura (Figura 3.4.5.7). Assim, temos: 
 
 h = B cosθ + H senθ         (3.4.34) 
 
 
h
θ
B
H
fissura representativa
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.4.5.7- Definição de Comprimento equivalente em função do ângulo de propagação da 
fissura. 
 
Neste trabalho são implementados os dois critérios de formação das fissuras, 
sendo a escolha opcional no momento da análise numérica. 
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3.4.6 CURVAS PARA CARREGAMENTO MONOTÔNICO 
 
 A técnica da deformação uniaxial equivalente é utilizada para definir a curva 
tensão-deformação equivalente para o concreto, que é usada com o incremento linear, 
no desenvolvimento das relações constitutivas ortotrópicas do concreto plano sob 
carregamento monotônico. 
O modelo numérico não-linear que utiliza a relação constitutiva para o concreto 
comprimido (equação 3.4.14) e a relação constitutiva para o concreto tracionado 
(equação 3.4.22), que representam as curvas tensão-deformação uniaxial equivalente 
(Figura 3.4.3.1) e (Figura 3.4.3.4), utilizadas por DARWIN (1974), é dividido em quatro 
regiões definidas a partir da curva constitutiva do modelo biaxial do concreto (Figura 
3.4.6.1), apresentada por KUPFER (1969).  
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Figura 3.4.6.1- Curva envoltória da resistência biaxial do concreto (KUPFER, 1969). 
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As quatro regiões dependem do estado de tensão que é representado pela 
relação (α) entre a tensão principal na direção 1 e a tensão principal na direção 2. As 
tensões de compressão são sempre negativas e as tensões de tração são sempre 
positivas. 
 
2
1
σ
σ=α ,  (σ1 ≥ σ2)        (3.4.35) 
 
 A seguir são apresentadas as quatro regiões do modelo constitutivo utilizado 
com o conceito de deformação uniaxial equivalente. 
 
 
a) σ1 (compressão) e σ2 (compressão), 0 ≤ α ≤ 1 
 
Para esta região, considera-se que a máxima tensão principal e a mínima tensão 
principal são de compressão. 
 
( ) c2c2 f1
65,31
α+
α+=σ           (3.4.36) 
             (3.4.37) c2c1 σα=σ
[ ]12131cc1 p35,0p25,2p6,1 ++−ε=ε        (3.4.38) 
[ ]2p3 2cc2 −ε=ε            (3.4.39) 
   
c
c1
1 f
p σ= ,   
c
c2
2 f
p σ=           (3.4.40) 
 
 As equações (3.4.36) e (3.4.37) são baseadas na curva envoltória da resistência 
biaxial de KUPFER (1973), enquanto as equações (3.4.38) e (3.4.39) foram propostas 
por DARWIN (1974) baseadas em observações experimentais. 
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b) σ1 (tração) e σ2 (compressão), -0,17 ≤ α ≤ 0 
 
Para esta região considera-se que a máxima tensão principal é de tração e a 
mínima tensão principal é de compressão. Se a tensão de tração for superior à 
resistência de tração do concreto, então se passa a considerar a fissuração com a 
perda progressiva da resistência do concreto até a fissuração total, onde a rigidez é 
considerada nula nessa direção. 
 
( ) c2c2 f1
28,31
α+
α+=σ           (3.4.41) 
             (3.4.42) c2t1 σα=σ
o
t1
t1 E
σ=ε             (3.4.43) 
 [ ]42,4p38,8p54,7p58,2 22232cc2 +−+−ε=ε       (3.4.44) 
 
 
c
c2
2 f
p σ=            (3.4.45) 
 
 As equações (3.4.41) e (3.4.42) foram sugeridas por DARWIN (1974), enquanto 
as equações (3.4.43) e (3.4.44) foram propostas por RAJAGOPAL (1976). 
 
 
c) σ1 (tração) e σ2 (compressão), -∞ ≤ α ≤ -0,17 
 
Para esta região, considera-se que a máxima tensão principal é de tração e a 
mínima tensão principal é de compressão, como no caso anterior. 
 
cc2 f65,0=σ           (3.4.46) 
            (3.4.47) tt1 f=σ
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o
t1
t1 E
σ=ε            (3.4.48) 
 [ ]42,4p38,8p54,7p58,2 22232cc2 +−+−ε=ε       (3.4.49) 
  
c
c2
2 f
p σ=            (3.4.50) 
 
 
d) σ1 (tração) e σ2 (tração), 1 ≤ α ≤ ∞ 
  
Para esta região, considera-se que a máxima tensão principal e a mínima tensão 
principal são de tração. 
 
tt2t1 f=σ=σ            (3.4.51) 
o
t
t2t1 E
f=ε=ε           (3.4.52) 
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3.5 MODELO CONSTITUTIVO PARA A ARMADURA DE AÇO 
 
3.5.1 A MODELAGEM DA ARMADURA 
 
 Podemos representar a armadura de aço, das estruturas de concreto armado, de 
três formas diferentes (A. S. C. E., 1982): 
 
Representação Distribuída: A armadura de aço é distribuída no elemento finito 
de concreto, sendo usada uma relação constitutiva que combina as 
características da armadura de aço e do concreto. Para este caso é assumida 
uma perfeita aderência entre os dois materiais e o aço assume uma orientação 
particular conforme a Figura 3.5.1.1. 
 
y
x
θ
armadura
xσ
τ
σy
xy
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.5.1.1- Representação distribuída da armadura. 
 
 
Representação Embutida: Esta representação é utilizada considerando a 
armadura de aço como elemento axial ligado diretamente ao elemento finito de 
concreto, tal que os deslocamentos da armadura são consistentes com os dos 
elementos, assumindo perfeita aderência entre os dois materiais (Figura 3.5.1.2). 
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Figura 3.5.1.2- Representação embutida da armadura. 
 
 
Representação Discreta: Nesta representação, a armadura (Figura 3.5.1.3) 
pode ser considerada como sendo composta por elementos unidimensionais, 
devido às próprias características de barra da armadura, tendo dois graus de 
liberdade por nó, ou, também, como elementos de viga, assumindo capacidade 
de resistir aos esforços axiais, cortantes e também momentos, podendo ter três 
graus de liberdade por nó. A vantagem desse tipo de representação é que se 
pode considerar os deslocamentos relativos entre a armadura e o concreto, 
através da sobreposição de nós dos elementos do aço e do concreto, sendo 
conectados por elementos finitos especiais na interface. 
 
 
concreto
elementos de
armadura
 
 
 
 
 
Figura 3.5.1.3- Representação discreta da armadura. 
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 Para a modelagem de uma mesma estrutura de concreto armado podemos 
combinar a representação das armaduras de aço com elementos unidimensionais e 
elementos bidimensionais, sobrepondo-os em uma malha bidimensional de elementos 
finitos (Figura 3.5.1.4), onde os elementos bidimensionais representam a armadura 
principal e os elementos unidimensionais representam os estribos. O mesmo elemento 
finito que é utilizado para representar o concreto pode ser utilizado para representar o 
aço, com as devidas características a serem assumidas na modelagem.  
 
 
unidimensional
aço
bidimensional
aço
concreto
bidimensional 
 
 
 
 
 
Figura 3.5.1.4- Elementos de representação da armadura. 
 
 
3.5.2 O COMPORTAMENTO DO AÇO 
 
 A representação do aço é feita utilizando o elemento finito bilinear LSR (ASSAN, 
1999). A armadura de aço exibe um comportamento elasto-plástico perfeito junto com o 
efeito Bauschinger (Figura 3.5.2.1). 
A caracterização do comportamento elasto-plástico do material se dá por uma 
resposta inicial elástica, até um certo nível de tensão onde, após ter sido alcançado 
esse nível, uma deformação plástica se desenvolve. O início da deformação plástica (ou 
escoamento) é governado por um critério de escoamento a partir do qual ocorre uma 
intensa redução da rigidez do material (OWEN, 1980). 
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Figura 3.5.2.1- Comportamento do elemento de aço na compressão e na tração. 
 
 
O aço pode apresentar vários estados ao longo da análise da estrutura. 
 
1 – O material se deforma com módulo de elasticidade inicial Es, na tração ou na 
compressão, até o nível de tensão alcançar um valor σsy (tensão de 
escoamento). O descarregamento ou recarregamento se dá ao longo da mesma 
curva, podendo mudar de sentido, compressão ou tração; 
  
2 – Com o aumento do carregamento, ocorre uma redução da rigidez do material 
exibindo um novo comportamento linear com módulo de elasticidade Et. O 
descarregamento ou recarregamento agora se faz por uma curva linear com o 
mesmo módulo de elasticidade inicial Es; 
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3 – O descarregamento ocorre podendo passar para a curva 5, mudando o 
sentido da tensão; 
 
4 – Quando a deformação no aço ultrapassa uma deformação limite εsu, é 
assumido que o material falhou perdendo toda a sua capacidade resistente; 
 
5 – Ocorre uma mudança no sentido da tensão, podendo voltar ao sentido 
anterior, ou partir para a nova curva 1. Considerando o efeito Bauschinger a 
tensão de escoamento diminui. O módulo da diferença entre a tensão antes do 
descarregamento, curva 3, e a nova tensão de escoamento para a curva 5, 
corresponde a 2 σsy. 
 
 
3.6 RELAÇÕES ENTRE A TENSÃO DE ADERÊNCIA E O DESLIZAMENTO 
 
 A complexidade do fenômeno da aderência entre a armadura de aço e o 
concreto leva a realização de numerosas investigações práticas na busca de uma lei 
que exprima a evolução da tensão de aderência (τ) em função do deslizamento (S). 
Um caminho para estudar essa evolução é exprimir, a partir de ensaios de 
arrancamento ou de tirante (tração simétrica), o esforço total aplicado na barra em 
relação ao deslizamento medido a partir de uma face da amostra. Na modelagem em 
elementos finitos é necessário desenvolver uma relação entre a tensão de aderência 
local e o deslizamento local ao longo da interface entre os dois materiais. 
A tensão de aderência local pode ser calculada a partir da variação da tensão do 
aço ao longo da barra através da deformação específica. Extensômetros elétricos são 
colocados em um centro oco da barra serrada longitudinalmente, sendo reconstruída 
por solda, posteriormente. Assim, a tensão de aderência local é calculada como a 
variação da tensão axial na barra por unidade de comprimento, dividida pelo perímetro 
da barra. 
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 O deslizamento local pode ser determinado em posições específicas ao longo da 
interface, sendo baseado na diferença entre o deslocamento do aço e do concreto em 
cada posição. O deslocamento do aço é encontrado por integração numérica de suas 
deformações específicas, lidas pelos extensômetros internos. O deslocamento do 
concreto é determinado a partir de medidores especiais de deformação específica de 
resistência elétrica, embutidos a uma pequena distância da interface entre o aço e o 
concreto, espaçados ao longo da interface. 
 Os resultados obtidos por BRESLER (1968), em suas investigações 
experimentais sobre as deformações do aço e do concreto, foram utilizados por 
NILSON (1968) na formulação de uma lei teórica correlacionando a tensão de 
aderência e o deslizamento, chegando a um polinômio de terceiro grau (Figura 3.6.1): 
 
τ(x) = 3606 103 S(x) – 5356 106 S(x)2 + 1986 109 S(x)3       (3.6.1) 
 
onde a tensão de aderência é dada em libra por polegada quadrada (psi) e o 
deslizamento em polegada (in). 
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Figura 3.6.1- Curva tensão de aderência x deslizamento (fonte: NILSON, 1968). 
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Em MIRZA (1979) é apresentado um polinômio de quarta ordem, como segue 
abaixo, baseado nos resultados experimentais de amostras de concreto armado, onde 
se incluem, nos ensaios, variações nos níveis de carregamento, na espessura de 
cobrimento do concreto e na resistência de compressão do concreto (Figura 3.6.2): 
 
τ(x) = 1.95 106 S(x) – 2.35 109 S(x)2 + 1.39 1012 S(x)3 – 0.33 1015 S(x)4     (3.6.2) 
 
onde a tensão de aderência é dada em libra por polegada quadrada (psi) e o 
deslizamento em polegada (in). 
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Figura 3.6.2- Curva tensão de aderência x deslizamento (fonte: MIRZA, 1979). 
 
 
 A Figura 3.6.3 mostra a curva apresentada por YANKELEVSKY (1985) 
representada por quatro estágios. O estágio I refere-se ao contato inicial entre o aço e o 
concreto mantido pela adesão até iniciar a perda da aderência, onde ela passa a ser, 
principalmente, governada pelo apoio das saliências da barra no concreto (estágio II). 
No estágio III a tensão de aderência se reduz, onde o mecanismo de transferência da 
tensão é dado também pela fricção. No estágio IV a aderência se dá pela fricção. Os 
limites para cada situação (estágio) são obtidos a partir de ensaios práticos. 
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Figura 3.6.3- Curva tensão de aderência x deslizamento (fonte: YANKELEVSKY, 1985). 
 
 
No modelo de curva proposto pelo CEB (1990) (Figura 3.6.4), a relação entre a 
tensão de aderência (τ) e o deslizamento (s) é representada em quatro estágios. 
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Figura 3.6.4- Curva tensão de aderência x deslizamento (fonte: CEB, 1990). 
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 O cálculo  da tensão de aderência é dado por: 
 
'
1
máx s
s
α
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛τ=τ ,   para 0 ≤ s ≤ s1
máxτ=τ ,    para s1 < s ≤ s2
'
23
2
umáxmáx ss
ss)(
α
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
−τ−τ−τ=τ , para s2 < s ≤ s3
uτ=τ ,    para s3 < s 
 
 
 A Tabela 3.6.1 apresenta os parâmetros para definir a relação tensão de 
aderência x deslizamento para barra nervurada. 
 
Tabela 3.6.1- Parâmetros para a curva tensão de aderência x deslizamento (fonte: CEB, 1990). 
 
 
Condições de aderência Condições de aderência 
 Boas Demais casos Boas Demais casos
S1 0,6 mm 0,6 mm 1,0 mm 
S2 0,6 mm 0,6 mm 3,0 mm 
S3 1,0 mm 2,5 mm espaçamento entre nervuras 
α’ 0,4 0,4 
τmáx 2,0 fck1/2 1,0 fck1/2 2,5 fck1/2 1,25 fck1/2
τu
*C
on
cr
et
o 
nã
o-
co
nf
in
ad
o 
0,15 τmáx
**
C
on
cr
et
o 
co
nf
in
ad
o 
0,40 τmáx
 * Ruptura por fendilhamento do concreto 
 ** Ruptura por arrancamento da barra 
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Em TASSIOS (1981) e SOMAYAJI (1981) podem ser encontradas outras curvas 
referentes às formulações das relações entre a tensão de aderência e o deslizamento. 
 
Entre as inúmeras leis que exprimem a dependência da tensão de aderência 
pelo deslizamento, podemos classificar os tipos de curvas, quanto à forma geométrica, 
existentes na literatura em: 
 
Poligonal: representadas por segmentos de retas caracterizando os estágios da 
relação tensão de aderência x deslizamento, ex: YANKELEVSKY (1985); 
 
Polinomial: representadas por um polinômio definido pelo grau de interpolação 
dos resultados obtidos nos ensaios, ex: NILSON (1968), MIRZA (1979); 
 
Exponencial: representadas pela variação da tensão de aderência em função 
exponencial do deslizamento ao longo da barra, ex: SOMAYAJI (1981); 
 
Mista: combinação das outras formas apresentadas, ex: CEB (1990). 
 
 
 O tipo de curva utilizada na representação do modelo da aderência, na análise 
de estruturas de concreto armado, utilizando a representação discreta da armadura 
através da modelagem numérica pelo método dos elementos finitos, poderá influenciar 
a rigidez da interface entre o aço e o concreto. A relação apresentada pelo CEB (1990) 
possibilita um ajuste dos parâmetros da curva tensão de aderência x deslizamento com 
os dados e características da estrutura a ser analisada, através de tabelas, o que não 
ocorre com as curvas de NILSON (1968) e MIRZA (1979) que têm os parâmetros fixos 
pelos polinômios. Neste trabalho são utilizadas as curvas apresentadas por NILSON 
(1968), por MIRZA (1979), por YANKELEVSKY (1985) e pelo CEB (1990).  
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3.7 MODELAGEM DA ADERÊNCIA ENTRE O AÇO E O CONCRETO 
 
 A modelagem da aderência, entre a armadura de aço e o concreto, é feita 
utilizando o método dos elementos finitos. A seguir, serão apresentados os dois 
principais elementos para a modelagem da aderência: o elemento de ligação e o 
elemento de interface. 
 
3.7.1 MODELAGEM DA ADERÊNCIA PELO ELEMENTO DE LIGAÇÃO PROPOSTO 
POR NGO (1967) 
 
 O elemento finito proposto por NGO (1967) (Figura 3.7.1.1), chamado de 
elemento de ligação, é constituído de duas “molas” perpendiculares, que representam 
as rigidezes de interface, conectando os nós i e j. 
 
  
θ
j
i
H
V
K v
hK
y
x
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.7.1.1- Elemento de ligação (fonte: NGO, 1967). 
 
 
 Esse elemento é composto por nós duplos, onde somente as suas propriedades 
mecânicas são importantes, podendo ser orientado por um ângulo arbitrário θ com o 
eixo horizontal ao que se pretende trabalhar. A utilização desse elemento na 
modelagem não interfere na geometria da estrutura por não ter dimensões físicas. 
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O elemento de ligação pode ser utilizado para conectar elementos de aço e de 
concreto, conectar elementos de aço e de aço ou de concreto e de concreto, sendo 
necessário definir a rigidez de interface para cada caso. Nas estruturas de concreto 
armado esses elementos são utilizados para simular o fenômeno da aderência-
deslizamento entre o aço e o concreto, transmitindo os esforços de cisalhamento e 
normal entre os dois materiais. 
 
A relação constitutiva entre a tensão–deformação é dada por: 
 
{σ} = [C]{ε}             (3.7.1) 
 
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
ε
ε
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡=
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
σ
σ
v
h
v
h
v
h
k0
0k
           (3.7.2) 
 
onde,  
 
εh, εv – deformações relativas aos deslocamentos entre os nós i e j (Figura 
3.7.1.2).  
 
  
v
u1
1
V
i
θ
v2
2u
H
j
 
 
 
 
 
 
Figura 3.7.1.2- Elemento de ligação, deslocamentos nodais. 
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A relação entre as deformações e os deslocamentos, a partir da matriz de 
transformação dos deslocamentos [M], é apresentada a seguir: 
 
{ε} = [M] {r}             (3.7.3) 
 
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
−−
−−=
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
ε
ε
2
2
1
1
v
h
v
u
v
u
cscs
scsc
          (3.7.4) 
 
onde:  
 
c = cos θ; 
s = sen θ; 
u1 e u2 – deslocamentos dos nós i e j na direção H; 
v1 e v2 – deslocamentos dos nós i e j na direção V. 
 
Abaixo, temos a relação entre os esforços e os deslocamentos (Figura 3.7.1.3): 
 
{f} = [k] {r}             (3.7.5) 
 
 V
H
θ
i
j
f3
f4
1f
2f
 
 
 
 
 
 
Figura 3.7.1.3- Elemento de ligação, forças nodais. 
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 Como matriz de rigidez, temos: 
 
[k] = [M]t [C] [M]            (3.7.6) 
 
[k] =         (3.7.7) ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
−−
−−⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
−
−−
−
cscs
scsc
k0
0k
cs
sc
cs
sc
v
h
 
 
A matriz de Rigidez [k] é dada abaixo: 
 
[ ]
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
+−−−+−
−++−−−
−−+−+−
+−−−−+
=
2
v
2
hvh
2
v
2
hvh
vh
2
v
2
hvh
2
v
2
h
2
v
2
hvh
2
v
2
hvh
vh
2
v
2
hvh
2
v
2
h
ckskscksckckskscksck
scksckskckscksckskck
ckskscksckckskscksck
scksckskckscksckskck
K      (3.7.8) 
 
 
 A manipulação dessa matriz de rigidez é semelhante a qualquer outra matriz de 
rigidez de elementos finitos. Assim, somando a matriz de rigidez de cada elemento de 
ligação obtemos a rigidez total na interface. 
 Para as estruturas de concreto armado o valor da rigidez ao deslizamento 
vertical kv refere-se à força de transferência vertical (normal) entre a barra de aço e o 
concreto. Para as estruturas em geral, considera-se um valor alto para essa rigidez, já 
que na conexão nodal, entre o aço e o concreto, o deslizamento vertical é praticamente 
desprezível. 
 O valor da rigidez ao deslizamento horizontal kh refere-se à rigidez de 
cisalhamento na interface, podendo ser obtida a partir das relações entre a tensão de 
aderência e o deslizamento na interface entre o aço e o concreto. 
Um valor grande da rigidez, “tendendo ao infinito”, significa grande aderência ou 
contato perfeito, e um valor nulo significa nenhuma aderência ou deslizamento livre. 
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 Para obtermos o valor da rigidez ao deslizamento, entre a barra de aço e o 
concreto, determinamos a derivada da função da curva da tensão de aderência em 
função do respectivo deslizamento. Assim, considerando como exemplo a curva 
apresentada por NILSON (1968) (3.6.1), temos a inclinação da curva da tensão de 
aderência x deslizamento (3.7.9) (Figura 3.7.1.4): 
 
τ(x) = 3606 103 S(x) – 5356 106 S(x)2 + 1986 109 S(x)3       (3.6.1) 
 
)x(
)x(
dS
dτ
= 3.606 106 – 10.712 109 S(x) + 5.958 1012 S(x)2       (3.7.9) 
 
onde, a tensão de aderência é dada em “psi”, o deslizamento em “in” e 
)x(
)x(
dS
dτ
 é dada 
em 
3in
lb . 
 
 
400 800600200
psi
200
400
600
800
aderência
tensão de
-6
10  in
deslizamento
inclinação 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.7.1.4- Inclinação da curva tensão de aderência x deslizamento. 
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 Agora, a expressão (3.7.9) é multiplicada pela área de influência superficial de 
contato entre os materiais: 
 
Área de influência superficial = 
2
Ldm bπ        (3.7.10) 
 
onde: 
 
m - número de barras na seção; 
db - diâmetro da barra (Figura 3.7.1.5); 
L - distância de influência dos elementos de ligação (Figura 3.7.1.6); 
fator 2 (no denominador) – aparece quando são usados elementos de ligação no 
topo e na base das barras (Figura 3.7.1.7). 
 
 
Esta área pode ser dividida, por exemplo, pela largura b da seção transversal do 
elemento de concreto armado, quando estamos trabalhando por unidade de 
comprimento, pela seção modificada, na modelagem dos elementos finitos. 
 
 
h
db
b
m barras
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.7.1.5- Seção transversal de um elemento de concreto armado. 
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 Abaixo, temos a rigidez ao deslizamento horizontal: 
  
kh = 
)x(
)x(
dS
dτ
b2
Ldm bπ           (3.7.11) 
 
 
 
L
aço
concreto
interface
el.kjel.iel.
 
 
 
 
Figura 3.7.1.6- Área de influência dos elementos de ligação. 
 
 
 
 
barra de aço
elemento de
ligação
elemento de
ligação
cobrimento
modificado
concreto
concreto
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.7.1.7- Elemento de ligação: topo e base das barras de aço. 
 
 
 A Figura 3.7.1.8 mostra uma seção de um elemento de concreto armado 
contendo m barras de aço de diâmetro db, distribuídas dentro de uma seção de largura 
b. Por conveniência essas barras circulares foram transformadas em barras quadradas 
de mesma área. Como, pelo método dos elementos finitos, a representação é baseada 
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em uma fatia unitária da largura (b), do elemento de concreto, então é considerada uma 
fração referente à soma das larguras das barras na seção modificada. No nível das 
barras de aço a largura do concreto é considerada subtraindo a largura das barras. 
 
 
 
concreto
m barras aço
b
bd
h
m
2
πdb
1-
h
2
πdb
2
πdb
b
h
mdb
2b
π
2
πdb
bd π
2b
1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.7.1.8- Seção modificada (unitária) de um elemento de concreto armado. 
 
 
3.7.2 MODELAGEM DA ADERÊNCIA PELO ELEMENTO DE INTERFACE 
 
 O elemento de interface (Figura 3.7.2.1) apresentado por GROOT (1981) tem o 
mesmo princípio de funcionamento que o elemento de ligação. A diferença reside no 
fato de que o elemento de ligação descreve o comportamento da aderência-
deslizamento entre o aço e o concreto apenas nos pontos nodais ao longo da interface, 
sendo necessário calcular a sua área de influência.  
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V 1
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.7.2.1- Elemento de Interface. 
 
 
Para o elemento de interface, que é constituído de nós que se sobrepõem tendo 
altura nula, o comportamento da aderência-deslizamento se dá ao longo do seu 
comprimento que define a sua área de influência. 
O desenvolvimento da relação constitutiva, para um elemento de interface linear 
constituído por dois pares de nós que se sobrepõem (Figura 3.7.2.2), será apresentado 
a seguir. 
 
 
(u)
(v)
Kh
vK
2
3
x
y
L
1
4
 
 
 
 
 
Figura 3.7.2.2- Elemento de Interface linear. 
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 Seja {u} o vetor que contém as funções das componentes dos deslocamentos 
relativos para cada nó: 
 
{u} = =          (3.7.11) ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
v
u
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
∆−∆
∆−∆
3412
3412
vv
uu
 
 
 Considerando u e v os deslocamentos nodais nos eixos x e y, respectivamente, 
temos para o nível inferior do elemento: 
 
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
+−
+−
=
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
∆
∆
2
2
1
1
12
12
v
u
v
u
L
x210
L
x210
0
L
x210
L
x21
2
1
v
u
     (3.7.12) 
 
 
 Para o nível superior do elemento, temos: 
 
⎪⎪⎭
⎪⎪⎬
⎫
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
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⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
∆
∆
4
4
3
3
34
34
v
u
v
u
L
x210
L
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0
L
x210
L
x21
2
1
v
u
     (3.7.13) 
 
 
 Fazendo A =
L
x21−  e B =
L
x21+ , temos para o vetor {u}: 
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{u} = = ⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
v
u
⎪⎪
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⎪
⎭
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u
v
u
A0B0B0A0
0A0B0B0A
2
1     (3.7.14) 
 
{u} = 
2
1 [H] {r}          (3.7.15) 
 
 
 A energia de deformação é dada por: 
 
Ωd = { }{ }∫ εσ dv2
1           (3.7.16) 
 
Ωd = { } [ ] [ ] [ ] { }∫
−
2
L
2
L
t dxrHCHr
4
1
2
1             (3.7.17) 
 
onde, a matriz de rigidez [k] é expressa por: 
 
[k] =           (3.7.18) [ ] [ ] [ ]HCH t
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[k] =    (3.7.19) ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
−−
−−⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−
−
−
−
A0B0B0A0
0A0B0B0A
k0
0k
A0
0B
B0
0B
B0
0B
A0
0A
V
H
 
 
 Para: 
 
A2 = ∫
−
=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −
2
L
2
L
2
L
3
4dx
L
x21          (3.7.20) 
 
B2 = ∫
−
=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +
2
L
2
L
2
L
3
4dx
L
x21          (3.7.21) 
 
 
temos a matriz de rigidez [k] para o sistema de coordenada local: 
 
[k] = 
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥⎥
⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢⎢
⎢
⎣
⎡
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
−−
hvvv
hhhh
vvvv
hhhh
vvvh
hhhh
vvvv
hhhh
k20k0k0k0
0k20k0k20k
k0k20k0k20
0k0k20k0k2
k0k0k20k0
0k20k0k20k
k0k20k0k20
0k0k20k0k2
6
L    (3.7.22) 
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 Para passar a matriz de rigidez [k] do sistema de coordenada local para o 
sistema de coordenada global (Figura 3.7.2.3) fazemos: 
 
⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡
−=⎭⎬
⎫
⎩⎨
⎧
Y
X
cs
sc
y
x
          (3.7.23) 
 
{x} = [m] {X}           (3.7.24) 
 
onde, s = sen θ e c = cos θ. 
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Figura 3.7.2.3- Elemento de Interface linear no sistema de coordenada global. 
 
 
 Para o elemento (oito graus de liberdade), temos como matriz parcial de 
mudança de coordenadas: 
 
[M] =         (3.7.25) 
⎥⎥
⎥⎥
⎦
⎤
⎢⎢
⎢⎢
⎣
⎡
]m[000
0]m[00
00]m[0
000]m[
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Fazendo, 
 
[D] = [H][M]           (3.7.26) 
 
onde [H] é obtido de (3.7.15), e multiplicando por (3.7.22), obtemos a matriz de rigidez 
para o sistema de coordenada global: 
 
[K] = [D]t [k] [D]          (3.7.27) 
 
 
 A matriz de rigidez para o elemento de interface de seis nós (Figura 3.7.2.1), na 
coordenada local, é apresentada a seguir: 
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 O valor da rigidez ao deslizamento vertical kv refere-se à força de transferência 
vertical (normal), entre a barra de aço e o concreto, como já foi definido para os 
elementos de ligação. 
 O valor da rigidez ao deslizamento horizontal kh, referente à rigidez de 
cisalhamento na interface, é obtido da mesma forma que obtivemos para o elemento de 
ligação, porém, como nesse elemento já se define nas propriedades de sua matriz de 
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rigidez o seu comprimento de influência, não precisamos multiplicar a área de influência 
superficial pela distância de influência, como é feito para o elemento de ligação. 
 
Área de influência superficial = 
b2
dm bπ        (3.7.28) 
 
onde m é o número de barras na seção, db é o diâmetro da barra, o fator 2, no 
denominador, aparece quando são usados elementos de ligação no topo e na base das 
barras e b é a largura da seção transversal do elemento de concreto armado. 
 
 
 Multiplicando 
)x(
)x(
dS
dτ
 pela área de influência superficial de contato entre os 
materiais obtemos kh: 
 
kh = 
)x(
)x(
dS
dτ
b2
dm bπ           (3.7.29) 
 
 
 Neste trabalho é utilizado o elemento de interface para simular o comportamento 
da aderência entre a armadura de aço e o concreto. 
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CAPÍTULO 4 
 
IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 
 
 
 
 
4.1 INTRODUÇÃO 
 
Neste capítulo são apresentados os procedimentos necessários para incorporar 
os modelos numéricos, descritos no capítulo anterior, na modelagem numérica para a 
análise não-linear de estruturas de concreto armado. Esses procedimentos e modelos 
numéricos consideram as principais e mais importantes características dos materiais e 
suas interações e, diferentemente de muitas propostas de modelagens numéricas 
encontradas na literatura, têm a vantagem de poder ser incorporados em diferentes 
implementações computacionais para a análise de diferentes tipos de estruturas de 
concreto armado como vigas, pilares, lajes, pórticos e suas combinações, sendo 
necessários apenas ajustes para a simulação da estrutura a que se destinam. 
Neste trabalho, para validar os procedimentos aqui propostos, os modelos foram 
incorporados em um programa computacional para análise de viga simétrica bi-apoiada 
submetida à flexão simples, porém, vale reforçar novamente que esses modelos e 
procedimentos propostos podem ser utilizados na análise de outros tipos de estruturas 
de concreto armado. 
O programa foi desenvolvido no ambiente Delphi 5.0, em linguagem Pascal 
avançado. Assim, a capacidade e o tempo de processamento da estrutura dependem 
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principalmente da capacidade do computador que está sendo utilizado para esse 
processamento. 
 
 
4.2 VIGA SIMÉTRICA BI-APOIADA 
 
 Trata-se de uma viga de concreto armado que tem como características as 
simetrias de apoio e carregamento (Figura 4.2.1), com seção constante e com barras de 
aço localizadas nas regiões de interesse. 
 
 
F F
 
 
 
 
Figura 4.2.1- Viga simétrica bi-apoiada. 
 
 
 O método dos elementos finitos é utilizado como ferramenta para modelar o 
concreto, o aço e a interface. Para a configuração da malha que representa o concreto 
é utilizado o elemento finito LSR, item 3.2.2. A armadura é representada pela forma 
discreta, item 3.5.1, sendo modelada pelo mesmo tipo de elemento finito do concreto, 
porém considerando apenas as propriedades longitudinais da barra de aço. Para a 
modelagem da aderência é utilizado o elemento de interface de seis nós que é 
compatível com o elemento LSR, item 3.7.2. 
 A curva a ser utilizada para a obtenção do valor de rigidez ao deslizamento kh, 
item 3.6, poderá ser definida externamente pelo usuário, tendo como opções as curvas 
polinomiais de NILSON (1968) e MIRZA (1979), a curva poligonal de YANKELEVSKY 
(1985) e a curva mista do CEB (1990). A estrutura também pode ser modelada 
considerando a aderência perfeita entre o aço e o concreto. Para a rigidez normal kv 
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será adotado um valor alto (ordem de 1015), que não desestabiliza o procedimento de 
análise para a solução final. 
 Considerando o comportamento simétrico, é modelada apenas metade da 
estrutura (Figura 4.2.2), melhorando a capacidade de processamento da estrutura pelo 
computador. 
 
 F
 
 
 
 
 
Figura 4.2.2- Consideração da simetria da viga. 
 
 
 Usando o conceito da seção modificada a viga é convertida em uma viga com 
largura unitária, com redução do volume de concreto no nível das barras de aço (Figura 
4.2.3). Assim, a viga tridimensional é transformada em uma viga bidimensional no 
modelo numérico. 
 
m barras aço
b
bd
h
m1-
2
πdb
2
πdb
m db
2b
π
2
πdb
bd π
2b
1b
= =
bd π
2
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.2.3- Transformação da viga tridimensional para o modelo numérico plano. 
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4.3 ALGORITMO GERAL PARA A SOLUÇÃO 
 
 Para traçar o comportamento não-linear, item 3.3, da estrutura de concreto 
armado, a solução do problema é feita a partir de equações lineares incrementais: 
 
{∆R} = [K] {∆r}            (4.3.1) 
 
 O carregamento total é subdividido em um número de incrementos, aplicados 
passo a passo, através do procedimento de carregamento incremental. Para cada 
passo, a solução é dada através de um método iterativo, que utiliza o método da rigidez 
tangente, até que o equilíbrio da estrutura seja alcançado, satisfazendo um critério de 
parada. 
 
 A seguir é apresentado o algoritmo básico do método de análise. 
 
1- Leitura das características geométricas, das propriedades dos materiais, dos 
carregamentos e das restrições. 
 
2- geração da matriz de rigidez dos elementos de concreto, aço e interface. 
 
3- geração do vetor de carregamento nodal incremental {∆R}. O carregamento total {R} 
corresponde à soma de todos os incrementos de carregamento: 
 
{R} = Σ {∆R}             (4.3.2) 
 
4- Solução iterativa do sistema de equações. 
 
{∆R} = [K] {∆r}            (4.3.3) 
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 O incremento do deslocamento nodal {∆ri} é encontrado. Para cada elemento são 
calculados os incrementos da tensão e da deformação. Assim, a matriz de rigidez de 
cada elemento é recalculada. Considerando uma iteração i, temos: 
 
a- É obtido o vetor de incrementos de deslocamentos nodais  através da 
solução das equações de equilíbrio, e são calculados os vetores dos incrementos 
de deslocamentos nodais de cada elemento .  
}r∆{ i
}r∆{ ie
 
b- O incremento da deformação do elemento é obtido: 
 
}r∆{]B[}ε{∆ ie
i =             (4.3.4) 
 
  O vetor da deformação nodal total atual é, portanto: 
  
}ε∆{}ε{}ε{ i1ii += −             (4.3.5) 
 
c- Assim, a partir da matriz linearizada do material, são calculados os 
incrementos das tensões aproximadas: 
  
}ε∆{]D[}σ∆{ i1ii −=             (4.3.6) 
 
As tensões aproximadas totais atuais agora são calculadas: 
  
}σ∆{}σ{}σ{ i1ii += −            (4.3.7) 
 
d- Das tensões aproximadas totais são calculadas as tensões principais 
aproximadas }σ{ i1  e }σ{
i
2 .           (4.3.8) 
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e- Os incrementos das deformações uniaxiais equivalentes, item 3.4.2, são então 
calculados: 
  
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −= −
−
1i
1
1i
1
i
1i
u1 E
}σ{}σ{
}ε∆{            (4.3.9) 
 
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −= −
−
1i
2
1i
2
i
2i
u2 E
}σ{}σ{
}ε∆{          (4.3.10) 
 
 
onde, 
 
 } ,  - tensões principais da iteração anterior; σ{ 1i1
− }σ{ 1i2
−
  
}E{ 1i1
− ,  - módulos de rigidez tangente da iteração anterior. }E{ 1i2
−
 
  A deformação uniaxial equivalente total é dada por: 
  
}ε∆{}ε{}ε{ i u1
1i
u1
i
u1 += −          (4.3.11) 
  
}ε∆{}ε{}ε{ i u2
1i
u2
i
u2 += −          (4.3.12) 
 
onde, 
 
}ε{ 1i u1
− ,  - deformações uniaxiais equivalentes da iteração anterior. }ε{ 1i u2
−
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f- Cálculo da relação: 
  
i
2
i
1i
σ
σ
α =            (4.3.13) 
 
  Com as curvas tensão-deformação, item 3.4.3, calculamos [Di]. 
 
g- As tensões principais  e  correspondentes a  e  também 
são calculadas utilizando as curvas tensão-deformação, item 3.4.3.  
}σ{ i1 }σ{
i
2 }ε{
i
u1 }ε{
i
u2
 
h- Mudança da matriz de rigidez do material com o novo módulo de elasticidade. 
 
i- Transformação das tensões principais  e  para os eixos globais, para 
a obtenção do vetor . 
}σ{ i1 }σ{
i
2
}σ{ i
 
j- Agora é obtido o vetor de carregamento nodal interno : }R{ i
 
∫=
v
iT
i dv}σ{]B[}R{           (4.3.14) 
 
Com o vetor de carregamento nodal interno e o vetor de carregamento nodal 
externo é calculado o vetor de carregamento nodal desbalanceado, o qual será utilizado 
no decorrer do procedimento incremental-iterativo. 
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4.4 PROGRAMA COMPUTACIONAL 
 
 A seguir (Figura 4.4.1), é apresentado o fluxograma de processamento do 
programa para análise incremental-iterativa: 
Entrada dos Dados 
PROGRAMA  
 
 
 
Convergência 
Cargas - Deslocamentos 
Geração das 
Malhas 
Elemento 
Concreto 
Elemento 
Barra de Aço 
Rigidez Local 
Concreto 
Rigidez Local 
Aço 
Matriz Rigidez 
Global 
Cargas 
Nodais 
Condições de 
Contorno 
Elemento 
Interface 
Rigidez Local 
Interface 
Solução do 
Sistema 
Leitura dos Dados  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Impressão 
dos Resultados
Finais 
Impressão 
dos Resultados 
Gráficos 
Solução Final 
Deslocamento  
 
 
 
 
 
Figura 4.4.1- Fluxograma do programa. 
 110
CAPÍTULO 4                                                                                                     IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 
 
 Como dados de entrada, temos: 
 
Características da viga: Altura da viga, largura da viga, comprimento total da 
viga, número de camadas de barras de aço, número e diâmetro das barras de 
aço, tipo de ancoragem das extremidades das barras, cobrimentos das capas de 
concreto e distância do apoio até a face da viga; 
 
Restrições nodais (apoios): número total de nós de apoio restritos, número do 
nó restrito e em que eixo está restrito. A restrição dada pela simetria da viga é 
gerada automaticamente pelo programa; 
 
Carregamento: tipo de carregamento (concentrado ou distribuído), número de 
nós carregados referente à metade da estrutura, número do nó de aplicação do 
carregamento concentrado, valor do carregamento e número de incrementos em 
que o carregamento total será dividido para a análise através do procedimento 
incremental-iterativo. Os resultados finais são referentes ao carregamento total 
aplicado; 
 
Características dos materiais: módulo de elasticidade do concreto, coeficiente 
de Poisson do concreto, resistência à compressão do concreto, deformação 
última do concreto, resistência à tração do concreto, energia de fratura do 
concreto, módulo de elasticidade inicial do aço, módulo de elasticidade de 
escoamento do aço, coeficiente de Poisson do aço, tensão de escoamento do 
aço e tensão de ruptura do aço; 
 
Elementos finitos: número de elementos finitos na horizontal, número de 
elementos finitos na vertical. O programa gera automaticamente os elementos 
finitos das camadas de concreto no nível do aço e no cobrimento do aço. A 
numeração automática dos elementos se dá da esquerda para a direita e de 
cima para baixo. A numeração automática dos nós se dá da esquerda para a 
direita e de cima para baixo; 
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Curva tensão de aderência x deslizamento: escolha do tipo de curva, e 
entrada de suas características, quando necessário.  
 
 A partir da leitura dos dados, temos: 
 
Montagem do vetor de carregamento: o vetor é montado considerando a 
divisão da força pelo número de incrementos; 
 
Condições de contorno: as restrições nodais são definidas pelo programa a 
partir das condições de simetria desse tipo de estrutura; 
 
Montagem da matriz de rigidez global: a matriz de rigidez global é feita pela 
soma das matrizes locais de todos os elementos: concreto, aço e interface. 
 
Como respostas finais, temos: 
 
Deslocamentos nodais; 
 
Deslizamento: deslocamento relativo entre o aço e o concreto ao longo da barra; 
 
Tensão de Aderência: Tensão entre o aço e o concreto ao longo da barra; 
 
Concreto: deformação e tensão; 
 
Aço: deformação e tensão. 
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CAPÍTULO 5 
 
APRESENTAÇÃO DO PROGRAMA 
 
 
  
 
5.1 INTRODUÇÃO 
 
Neste capítulo é apresentado o programa computacional desenvolvido para a 
análise não-linear de vigas de concreto armado submetidas à flexão, considerando os 
efeitos da aderência entre a armadura de aço e o concreto.  
O programa, desenvolvido no ambiente Delphi 5.0, foi denominado ANLEC 2007 
(Análise Não-Linear de Estruturas de Concreto Armado). 
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5.2 ANLEC 2007: ANÁLISE NÃO-LINEAR DE ESTRUTURAS DE CONCRETO 
ARMADO 
 
 O arquivo executável do programa é designado por Anlec2007.exe. A seguir 
temos a apresentação das telas do programa e das opções e dos passos necessários 
para a execução da simulação da estrutura e da apresentação dos resultados. 
 
1 – Executar o programa Anlec2007.exe: 
 
A Figura 5.2.1 mostra a tela inicial. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.1- Tela inicial (Anlec2007). 
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2 – Em < Sistema > clicar em < Iniciar > para ativar a tela inicial de entrada de dados 
(Figura 5.2.2): 
 
< Sistema >   < Iniciar > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.2- Tela inicial de entrada de dados (Anlec2007). 
 
 Acima dos botões < calcular > e < resultados > temos uma figura que 
representa a viga com os níveis de barras de aço, sendo modificada de acordo com as 
características da simulação desejada. O botão < calcular > executa a simulação da 
estrutura, caso todos os dados de entrada estejam corretos, e, terminando a execução 
dos cálculos, a figura muda de cor. O botão < resultados > abre a tela de visualização 
dos resultados. Para ativar o botão < calcular > é necessário que todos os campos de 
entrada de dados numéricos estejam preenchidos (os campos que não forem utilizados 
deverão ser preenchidos com zero). A separação das casas decimais é feita por vírgula. 
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3 – Em < Dados > temos todas as disponibilidades de dados de entrada para iniciar o 
cálculo da estrutura: 
 
< Dados >   < Características da Viga >   < Elementos Finitos > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.3- Tela: elementos finitos (Anlec2007). 
 
Elementos Finitos 
Número de elementos na Horizontal (1...); 
Número de elementos na Vertical (1...). 
 
A simulação é feita considerando a simetria da estrutura, assim, o número de 
elementos finitos na horizontal corresponde à metade da viga. O programa gera 
automaticamente os elementos finitos correspondentes às barras de aço, ao concreto 
no nível das barras de aço, ao concreto de cobrimento das barras e ao concreto entre 
camadas diferentes das barras de aço localizadas na parte inferior da seção. Assim, 
caso se tenha uma camada de barras de aço na parte inferior da viga e uma camada na 
parte superior, e o usuário define no botão seis elementos finitos na vertical, a 
simulação será feita com dez elementos finitos na vertical, pois o programa gera 
automaticamente quatro linhas de elementos, dadas pelas camadas das barras de aço. 
A numeração automática dos elementos finitos e dos nós é feita da esquerda para a 
direita e de cima para baixo. 
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< Dados >   < Características da Viga >   < Geometria > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.4- Tela: Geometria (Anlec2007). 
 
Geometria 
 Comprimento total da viga; 
 Altura total da viga; 
 Largura total da viga; 
Distância do Apoio da viga: corresponde a largura dos elementos finitos da 
primeira coluna (esquerda). A largura dos outros elementos é calculada 
descontando essa largura do comprimento da metade da viga, assim, esse valor 
nunca poderá ser zero. 
 
Camadas de Barras de Aço 
 Superior (0 ou 1 camada de barras de aço na parte superior da viga); 
 Cobrimento das barras de aço da camada superior. 
 Inferior (1 ou 2 camadas de barras de aço na parte inferior da viga); 
 Cobrimento das barras de aço da camada inferior; 
 Espaçamento entre as faces das camadas. 
 
 Os arranjos entre as camadas de barras de aço são escolhidos clicando sobre a 
figura da seção desejada para ativar os campos de digitação. 
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< Dados >   < Características da Viga >   < Apoio > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.5- Tela: Apoio (Anlec2007). 
 
Apoio 
 Quantidade de nós com restrições de apoio (1...); 
 Número do Nó com apoio; 
 Fixo: restrição horizontal e vertical; 
 Móvel: restrição vertical; 
 Móvel: restrição horizontal. 
 
 Depois de digitado o número correspondente ao nó com restrição de apoio e 
escolhido o tipo de apoio, entre as opções disponíveis, os dados são carregados na 
grade, podendo ser apagados ou corrigidos clicando em < Limpar >. A visualização do 
número do nó com restrição, a ser escolhido, pode ser feita consultando a tela de          
< Elementos da Viga >. Caso o apoio seja colocado no canto inferior esquerdo da viga, 
deverá ser definida uma distância não nula no campo Distância do apoio da viga na tela                 
< Geometria >. 
O programa gera automaticamente as restrições nodais dadas pela consideração 
de simetria da viga. 
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< Dados >   < Características da Viga >   < Carregamento > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.6- Tela: Carregamento (Anlec2007). 
  
Carga Concentrada 
 Quantidade de nós carregados (1...); 
 Número do Nó com carga concentrada; 
 Carregamento total Horizontal; 
 Carregamento total Vertical. 
 
Depois de digitado o número correspondente ao nó com carregamento e os 
carregamentos vertical e horizontal, os dados devem ser carregados na grade clicando 
em < Entrar >, podendo ser apagados ou corrigidos clicando em < Limpar >. A 
visualização do número do nó com carga concentrada, a ser escolhido, pode ser feita 
consultando a tela de < Elementos da Viga >. 
 
Carga Distribuída 
 Carregamento vertical. 
 
Incrementos: número de incrementos em que o carregamento total será dividido 
para a análise através do procedimento incremental-iterativo. Os resultados finais 
são referentes ao carregamento total aplicado. 
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< Dados >   < Características da Viga >   < Ancoragem > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.7- Tela: Ancoragem (Anlec2007). 
 
Ancoragem 
Barra com extremidade livre: a extremidade da barra pode se deslocar com 
relação ao concreto, sendo ancorada apenas pela aderência aço-concreto. 
Barra com extremidade ancorada: a extremidade da barra não pode se deslocar 
com relação ao concreto, pois tem uma ancoragem perfeita entre os dois 
materiais. 
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< Dados >   < Características da Viga >   < Elementos da Viga > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.8- Tela: Elementos da Viga (Anlec2007). 
 
Elementos da Viga 
A numeração dos elementos finitos é dada separadamente para o concreto, para 
o aço e para a interface, não tendo uma seqüência da numeração entre eles. A 
numeração dos elementos é feita da esquerda para a direita e de cima para 
baixo. 
Os números dos nós dos elementos finitos do concreto, do aço e da interface são 
numerados em seqüência. Assim, o programa numera primeiro os nós do 
concreto e na seqüência numera os nós do aço, a partir do último número do nó 
dado ao concreto. A numeração é feita da esquerda para a direita e de cima para 
baixo. 
 
Os nós correspondentes a cada elemento finito podem ser visualizados digitando 
o número do elemento no campo correspondente. 
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< Dados >   < Materiais >   < Concreto > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.9- Tela: Concreto (Anlec2007). 
 
Concreto 
 Módulo de Elasticidade (Eo); 
 Coeficiente de Poisson (υ); 
 Resistência à Compressão (Fck); 
 Deformação Última (εu); 
 Resistência à Tração (Ftk); 
 Energia de Fratura (Gf); 
 Critério de Resistência. 
 
 Como opções para o critério de surgimento das fissuras ao longo do elemento de 
concreto, temos: critério de resistência e critério da energia de fratura. Caso seja 
escolhido o Critério de Resistência, deve-se colocar o valor zero no campo Energia de 
Fratura. 
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< Dados >   < Materiais >   < Aço > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.10- Tela: Aço (Anlec2007). 
 
Aço 
 Módulo de Elasticidade Inicial (Eo); 
 Módulo de Elasticidade de Escoamento (Ey); 
 Coeficiente de Poisson (υ); 
 Tensão de Escoamento (σy); 
 Tensão de Ruptura (σrup). 
 
 Os campos para a entrada dos dados da armadura longitudinal só estarão 
disponíveis após as camadas de barras de aço terem sido definidas em < Dados >       
< Características da Viga > < Geometria >. 
 
Armadura Longitudinal 
 Camada Superior (Nível 1) 
  Quantidade de barras na camada; 
  Diâmetro das barras. 
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 Camada Inferior (Nível 2) 
  Quantidade de barras na camada; 
  Diâmetro das barras. 
 
 Camada Inferior (Nível 3) 
  Quantidade de barras na camada; 
  Diâmetro das barras. 
 
 
< Dados >   < Materiais >   < Interface > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.11- Tela: Interface (Anlec2007). 
 
Interface 
Aderência Perfeita; 
 Aderência Constante (Kh); 
Curva Polinomial Nilson (1968); 
 Curva Polinomial Mirza (1979); 
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Curva Polinomial Yankelevsky (1985): 
 τy – tensão de aderência limite; 
 τu – tensão de aderência última; 
 S1 – deslizamento limite, estágio 1; 
  S2 – deslizamento limite, estágio 2; 
 S3 – deslizamento limite, estágio 3; 
 
Curva Mista CEB (1990): 
 τmáx – tensão de aderência máxima; 
 τu – tensão de aderência última; 
 S1 – deslizamento limite; 
  S2 – deslizamento limite; 
 S3 – deslizamento limite. 
  
 A curva a ser utilizada para a obtenção do valor da rigidez ao deslizamento é 
definida externamente, tendo como opções as curvas polinomiais de NILSON (1968) e 
MIRZA (1979), a curva poligonal de YANKELEVSKY (1985) e a curva mista do CEB 
(1990). A estrutura também pode ser modelada considerando a aderência perfeita entre 
o aço e o concreto ou uma rigidez constante na interface (dada por uma relação linear 
entre a tensão de aderência e o deslizamento). 
A relação apresentada pelo CEB (1990) possibilita um ajuste dos parâmetros da 
curva tensão de aderência x deslizamento com os dados e características da estrutura 
a ser analisada, através da tabela que aparece ao clicar sobre “CEB”, o que não ocorre 
com as curvas de NILSON (1968) e MIRZA (1979) que têm os parâmetros fixos pelos 
polinômios e estão no Sistema Inglês. 
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4 – Processamento da estrutura: 
 
< Análise >   < Calcular > 
 
 A execução dos cálculos é feita caso todos os dados de entrada estejam 
corretos. Os dados de entrada podem ser gravados em arquivo texto, para depois 
poderem ser carregados novamente. Para isso, primeiro deve-se criar um Arquivo Novo 
e depois salvar os dados de entrada. 
 
 
5 – Apresentação dos resultados: 
 
< Análise >   < Resultados > 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.12- Tela: Resultados (Anlec2007). 
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Deslocamento 
Deslocamento horizontal e vertical de cada nó. 
 
Deslizamento 
Deslocamento relativo entre o aço e o concreto ao longo da barra. 
 
Tensão de Aderência 
Tensão entre o aço e o concreto ao longo da barra. 
 
Concreto: Deformação 
Deformação no centro de cada elemento finito correspondente ao concreto. 
 
Concreto: Tensão 
Tensão no centro de cada elemento finito correspondente ao concreto. 
 
Aço: Deformação 
Deformação no centro de cada elemento finito correspondente ao aço. 
 
Aço: Tensão 
Tensão no centro de cada elemento finito correspondente ao aço. 
 
 Deslocamento vertical no centro do vão da viga. 
 
 Os resultados podem ser gravados em arquivos de texto de acordo com as 
disponibilidades dadas pelo próprio programa. Para isso, primeiro deve-se criar um 
Arquivo Novo e depois salvar os resultados.  
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6 – A visualização gráfica (Figura 5.2.13) está disponível para as seguintes 
características do concreto: o estado de fissuração, a tensão horizontal (σx), a tensão 
vertical (σy) e o cisalhamento (τxy). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.2.13- Tela: Gráficos (Anlec2007). 
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CAPÍTULO 6 
 
EXEMPLOS NUMÉRICOS 
 
 
  
  
6.1 INTRODUÇÃO 
 
Neste capítulo são apresentadas as análises dos resultados numéricos obtidos 
pelo programa computacional desenvolvido neste trabalho e resultados obtidos na 
literatura, através de exemplos comparativos de vigas de concreto armado. Os 
exemplos abrangem vigas submetidas a carregamento concentrado aplicado no centro 
do vão, carregamentos concentrados simétricos aplicados a uma certa distância do 
centro do vão e carregamento distribuído.  
Na simulação pelo programa ANLEC 2007, foram consideradas três curvas para 
a modelagem da aderência entre a barra de aço e o concreto: a curva de NILSON 
(1968) - ANLEC 2007 (a), a curva de MIRZA (1979) - ANLEC 2007 (b) e a curva do 
CEB (1990) - ANLEC 2007 (c), além da consideração da aderência perfeita entre os 
dois materiais - ANLEC 2007 (d). 
A apresentação dos resultados se faz, principalmente, através de gráficos que 
apresentam o deslocamento vertical no centro do vão da viga, a distribuição da tensão 
de aderência na interface aço-concreto e a tensão ao longo da barra de aço. 
 
 
CAPÍTULO 6                                                                                                                           EXEMPLOS NUMÉRICOS 
 
6.2 APRESENTAÇÃO DOS EXEMPLOS PARA O ENSAIO DE VIGA SIMÉTRICA 
 
6.2.1 EXEMPLO NUMÉRICO 1 
 
 Neste exemplo são comparados os resultados obtidos com o programa ANLEC 
2007, os resultados numéricos obtidos por KANG (1977), os resultados numéricos 
obtidos por LIN (1973) citado por KANG (1977) e os resultados experimentais também 
citados por KANG (1977), de uma viga de concreto armado submetida à flexão devido a 
um carregamento concentrado. 
 
P
640 cm
22,8
55
 c
m
6,4 cm
5,08 cm
3,2 cm
(252")
(2
1,
75
")
(9")
(1,25")
(2,00")
(2,50")
 Abaixo (Figura 6.2.1) tem-se a conformação geométrica da viga simétrica 
utilizada neste exemplo: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.2.1- Conformação geométrica da viga simétrica. 
 
 
Para a análise comparativa foram aplicados sete carregamentos concentrados 
(P), no centro do vão da viga, com os seguintes valores: 44,48 kN (10 kip), 88,96 kN (20 
kip), 133,44 kN (30 kip), 177,92 kN (40 kip), 222,40 kN (50 kip), 266,88 kN (60 kip) e 
311,36 kN (70 kip), sendo obtidos os resultados para cada carregamento.  
 
As informações das características físicas e geométricas, utilizadas neste 
exemplo, são apresentadas na Tabela 6.2.1. 
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Tabela 6.2.1- Dados do exemplo para a viga simétrica submetida à flexão. 
Comprimento total da viga entre apoios (L) 640 cm (252 in)
Altura da viga (h) 55 cm (21,75 in)
G
eo
m
et
ria
 
Largura da viga (b) 22,8 cm (9 in)
Concreto superior (cs) 5,08 cm (2 in)
Concreto inferior (ci) 6,4 cm (2,5 in)
C
ob
rim
en
to
 
Distância vertical entre as barras (cb) 3,2 cm (1,25 in)
Número de barras na camada superior (ns) 2 barras
Diâmetro das barras da camada superior (φs) 1,27 cm (0,5 in)
Número de barras na camada intermediária (nint) 2 barras
Diâmetro das barras da camada intermediária (φint) 2,85 cm (1,125 in)
Número de barras na camada inferior (ni) 3 barras
A
rm
ad
ur
a 
de
 A
ço
 
Diâmetro das barras da camada inferior (φi) 2,85 cm (1,125 in)
Módulo de elasticidade, inicial (Eo) 21.167,6 kN/cm2 (30.700.000 psi)
Módulo de elasticidade, escoamento (Ey) 288,2 kN/cm2 (418.000 psi)
Tensão de escoamento (σy) 55,2 kN/cm2 (80.000 psi)Aç
o 
Tensão de ruptura (σrup) 68,9 kN/cm2 (100.000 psi)
Módulo de elasticidade (Eo) 3355,8 kN/cm2 (4.867.000 psi)
Poisson (υ) 0,20
Resistência à compressão (Fck) 3,88 kN/cm2 (5.620 psi)
Deformação última (εu) 0,0038Co
nc
re
to
 
Resistência à tração (Ftk) 0,388 kN/cm2 (562 psi)
Número de elementos finitos na horizontal (total) 10
E.
 F
. 
Número de elementos finitos na vertical (total) 10
Nó apoio (321) Nó carregamento (21)
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 A Figura 6.2.2 apresenta os resultados dos deslocamentos verticais no centro do 
vão da viga. 
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Figura 6.2.2- Gráfico: carga x deslocamento vertical no centro do vão. 
 
 
As curvas obtidas pelo programa ANLEC 2007, considerando a degradação da 
aderência, possuem um comportamento semelhante à curva experimental, o que não 
ocorre tão bem com as curvas apresentadas por KANG (1977) e LIN (1973) citado por 
KANG (1977). 
A curva obtida por ANLEC 2007 (d), para a aderência perfeita, caminha próxima 
das outras três curvas que consideram a degradação da aderência, obtidas com o 
programa, até o início da influência dessa degradação (carga de aproximadamente 18 
kip) na fissuração do concreto, a partir do qual as três curvas mostram que a viga 
apresentou uma perda de rigidez maior devido ao estado de fissuração mais avançado, 
seguindo mais próximas da curva experimental. 
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 A Figura 6.2.3 apresenta a distribuição da tensão de aderência entre o aço e o 
concreto, para as barras de aço do nível intermediário, a partir da extremidade 
esquerda até o centro do vão da viga. 
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Figura 6.2.3- Gráfico: distribuição da tensão de aderência entre o aço e o concreto – ANLEC 
2007 (a). 
 
 
Com o aumento do carregamento, aumentaram as fissuras no concreto e 
aumentou o deslocamento relativo entre a barra de aço e o concreto. Em algumas 
regiões da barra de aço, o aumento do deslizamento levou à deterioração da aderência 
ocasionando uma diminuição da tensão de aderência ao longo da barra de aço. Essa 
situação pode ser observada com a carga de 60 kip, onde ocorreu um decréscimo da 
tensão de aderência em algumas regiões da barra, quando comparada com a carga de 
50 kip, ocasionado pela deterioração avançada da aderência entre a barra e o concreto. 
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 A Figura 6.2.4 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos finitos 
das barras de aço do nível intermediário, a partir da extremidade esquerda até o centro 
do vão da viga, obtida pelo programa ANLEC 2007 (a), o qual considera a perda de 
aderência na interface aço-concreto. 
 
0,00E+00
5,00E+03
1,00E+04
1,50E+04
2,00E+04
2,50E+04
3,00E+04
3,50E+04
4,00E+04
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Elemento
Te
ns
ão
 (p
si
) 10 kip
20 kip
30 kip
40 kip
50 kip
60 kip
 
Figura 6.2.4- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço – ANLEC 
2007 (a). 
 
 
A distribuição da tensão nas barras de aço é influenciada pela distribuição da 
tensão de aderência na interface aço-concreto, relação (1.2) do item 1.3. Com o 
aumento do carregamento e conseqüente aumento do deslocamento relativo entre a 
barra de aço e o concreto, ocorreu uma mudança na distribuição e nos valores da 
tensão de aderência na interface. Para o carregamento de 60 kip pode ser observado 
que as curvaturas da distribuição da tensão na barra de aço foi afetada na região onde 
ocorreu o decréscimo da tensão de aderência na interface (Figura 6.2.3). 
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6.2.2 EXEMPLO NUMÉRICO 2 
 
 Neste exemplo são comparados os resultados obtidos com o programa ANLEC 
2007, os resultados numéricos apresentados por KWAK (1997) e OLIVEIRA (2000) e 
os resultados experimentais citados por OLIVEIRA (2000), de uma viga de concreto 
armado submetida à flexão devido a um carregamento concentrado no centro do vão da 
viga. 
 
 Abaixo (Figura 6.2.5) tem-se a conformação geométrica da viga simétrica 
utilizada neste exemplo: 
 
P
370 cm
20,3 cm
50
,8
 c
m
5,1 cm
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.2.5- Conformação geométrica da viga simétrica. 
 
 
Para a análise comparativa foram aplicados sete carregamentos concentrados 
(P) com os seguintes valores: 20 kN, 40 kN, 50 kN, 60 kN, 100 kN, 120 kN e 140 kN, 
sendo obtidos os resultados para cada carregamento. 
 
As informações das características físicas e geométricas, utilizadas neste 
exemplo, são apresentadas na Tabela 6.2.2. 
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Tabela 6.2.2- Dados do exemplo para a viga simétrica submetida à flexão. 
Comprimento total da viga entre apoios (L) 370 cm
Altura da viga (h) 50,8 cm
G
eo
m
et
ria
 
Largura da viga (b) 20,3 cm
C
ob
rim
en
to
 
Concreto inferior (ci) 4,0 cm
Número de barras na camada inferior (ni) 2 barras
A
rm
ad
ur
a 
de
 A
ço
 
Diâmetro das barras da camada inferior (φi) 2,54 cm
Módulo de elasticidade, inicial (Eo) 20.740 kN/cm2
Módulo de elasticidade, escoamento (Ey) 289 kN/cm2
Tensão de escoamento (σy) 31,6 kN/cm2Aç
o 
Tensão de ruptura (σrup) 40 kN/cm2
Módulo de elasticidade (Eo) 2.670 kN/cm2
Poisson (υ) 0,20
Resistência à compressão (Fck) 3,39 kN/cm2
Deformação última (εu) 0,0038Co
nc
re
to
 
Resistência à tração (Ftk) 0,36 kN/cm2
(τm) 1,30 kN/cm2
(τu) 0,20 kN/cm2
In
te
rf
ac
e 
(S1) = (S2) // (S3) 0,6 mm // 1,0 mm
Número de elementos finitos na horizontal (total) 10
E.
 F
. 
Número de elementos finitos na vertical (total) 6
Nó apoio (193) Nó carregamento (21)
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 A Figura 6.2.6 apresenta os resultados dos deslocamentos verticais no centro do 
vão da viga. 
 
0
20
40
60
80
100
120
140
160
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
Deslocamento (cm)
C
ar
ga
 (k
N
)
ANLEC 2007 (a)
ANLEC 2007 (b)
ANLEC 2007 (c)
ANLEC 2007 (d)
Experimental
OLIVEIRA (2000)
KWAK (1997)
 
Figura 6.2.6- Gráfico: carga x deslocamento vertical no centro do vão. 
 
 
As curvas obtidas pelo programa ANLEC 2007, considerando a degradação da 
aderência, possuem um comportamento semelhante à curva experimental. A curva 
obtida por OLIVEIRA (2000), que considera a degradação da aderência entre a barra 
de aço e o concreto, apresenta rigidez um pouco maior, porém caminha próxima das 
curvas obtidas pelo programa ANLEC 2007. A curva obtida por KWAK (1997) citado por 
OLIVEIRA (2000) caminha próxima da curva experimental, porém tem uma forma mais 
irregular. 
A curva obtida por ANLEC 2007 (d), para a aderência perfeita, caminha próxima 
das outras três curvas que consideram a degradação da aderência, obtidas com o 
programa ANLEC 2007, até o início da influência dessa degradação (carga de 
aproximadamente 40 kN) na fissuração do concreto, a partir do qual as três curvas 
mostram que a viga apresentou uma perda de rigidez maior devido ao estado de 
fissuração mais avançado, seguindo mais próximas da curva experimental. 
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 A Figura 6.2.7 apresenta a distribuição da tensão de aderência entre o aço e o 
concreto, para as barras de aço, a partir da extremidade esquerda até o centro do vão 
da viga. 
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Figura 6.2.7- Gráfico: distribuição da tensão de aderência entre o aço e o concreto – ANLEC 
2007 (a). 
 
 
Com o aumento do carregamento, aumentaram as fissuras no concreto e o 
deslocamento relativo entre a barra de aço e o concreto também aumentou. A máxima 
tensão de aderência ocorreu para o carregamento de 120 kN, a partir do qual, em 
algumas regiões da barra de aço, o aumento do deslizamento levou a deterioração da 
aderência ocasionando uma diminuição da tensão de aderência ao longo da barra de 
aço. Essa situação pode ser observada com a carga de 140 kN, onde ocorreu um 
decréscimo da tensão de aderência em algumas regiões da barra, quando comparada 
com a carga de 120 kN, ocasionado pela deterioração avançada da aderência na 
interface. 
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 A Figura 6.2.8 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos finitos 
das barras de aço, a partir da extremidade esquerda até o centro do vão da viga, obtida 
pelo programa ANLEC 2007 (a), o qual considera a perda de aderência na interface 
aço-concreto. 
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Figura 6.2.8- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço – ANLEC 
2007 (a). 
 
 
Para o carregamento de 140 kN, ocorreu uma mudança significativa nas 
curvaturas da distribuição da tensão no aço, influenciada pela diminuição da tensão de 
aderência (Figura 6.2.7), devido à deterioração da aderência ocasionada pelo aumento 
do deslocamento relativo entre a barra de aço e o concreto. 
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 A Figura 6.2.9 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos finitos 
das barras de aço, a partir da extremidade esquerda até o centro do vão da viga, obtida 
pelo programa ANLEC 2007 (d), o qual considera a aderência perfeita entre o aço e o 
concreto. 
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Figura 6.2.9- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço 
(aderência perfeita). 
 
 
As barras de aço estão um pouco menos solicitadas, se comparadas com a 
Figura 6.2.8, devido à não consideração da degradação da aderência na interface aço-
concreto. Essa situação pode ser observada para a carga de 140 kN, quando a tensão 
de aderência atingiu valor máximo em algumas regiões da barra e começou a diminuir 
devido à degradação da aderência em outras regiões. 
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6.2.3 EXEMPLO NUMÉRICO 3 
 
 Neste exemplo são comparados os resultados obtidos com o programa ANLEC 
2007, os resultados numéricos obtidos por WANG (2001) e os resultados numéricos 
obtidos por BRESLER (1964) citado por WANG (2001), de uma viga de concreto 
armado submetida à flexão devido a um carregamento concentrado. 
 
 Abaixo (Figura 6.2.10) tem-se a conformação geométrica da viga simétrica 
utilizada neste exemplo: 
 
P
22,86
55
,2
5 
cm
6,35 cm
365,8 cm
6,35 cm
e e
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.2.10- Conformação geométrica da viga simétrica. 
 
 
Para a análise comparativa foram aplicados cinco carregamentos concentrados 
(P), no centro do vão da viga, com os seguintes valores: 50 kN, 100 kN, 150 kN, 200 kN 
e 250 kN, sendo obtidos os resultados para cada carregamento.  
 
As informações das características físicas e geométricas, utilizadas neste 
exemplo, são apresentadas na Tabela 6.2.3. 
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Tabela 6.2.3- Dados do exemplo para a viga simétrica submetida à flexão. 
Comprimento total da viga entre apoios (L) 365,8 cm
Altura da viga (h) 55,25 cm
Largura da viga (b) 22,86 cm
G
eo
m
et
ria
 
Distância do apoio (e) 20 cm
Concreto inferior (ci) 6,35 cm
C
ob
rim
en
to
 
Distância vertical entre as barras (cb) 6,35 cm
Número de barras na camada intermediária (nint) 2 barras
Diâmetro das barras da camada intermediária (φint) 2,858 cm
Número de barras na camada inferior (ni) 2 barras
A
rm
ad
ur
a 
de
 A
ço
 
Diâmetro das barras da camada inferior (φi) 2,858 cm
Módulo de elasticidade, inicial (Eo) 191.400 MPa
A
ço
 
Tensão de escoamento (σy) 917 MPa
Módulo de elasticidade (Eo) 21.300 MPa
C
on
cr
et
o 
Resistência à compressão (Fck) 24,5 MPa
Número de elementos finitos na horizontal (total) 10
E.
 F
. 
Número de elementos finitos na vertical (total) 8
Nó apoio (259) Nó carregamento (21)
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 A Figura 6.2.11 apresenta os resultados dos deslocamentos verticais no centro 
do vão da viga. 
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Figura 6.2.11- Gráfico: carga x deslocamento vertical no centro do vão. 
 
 
As curvas obtidas pelo programa ANLEC 2007, considerando a degradação da 
aderência, têm comportamento semelhante às curvas apresentadas por WANG (2001) 
e por BRESLER (1964) citado por WANG (2001). A consideração da aderência perfeita 
influenciou o estado de fissuração do concreto deixando a viga um pouco mais rígida. 
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A Figura 6.2.12 apresenta a distribuição da tensão de aderência entre o aço e o 
concreto, para as barras de aço do nível superior, a partir da extremidade esquerda até 
o centro do vão da viga. 
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Figura 6.2.12- Gráfico: distribuição da tensão de aderência entre o aço e o concreto – ANLEC 
2007 (a). 
 
 
Para a carga de 250 kN, algumas regiões da barra de aço tiveram um aumento 
significativo do deslizamento, levando a uma maior deterioração da aderência, 
ocasionando uma diminuição da tensão de aderência entre o aço e o concreto. 
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 A Figura 6.2.13 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos 
finitos das barras de aço do nível superior, a partir da extremidade esquerda até o 
centro do vão da viga, obtida pelo programa ANLEC 2007 (a), o qual considera a perda 
de aderência na interface aço-concreto. 
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Figura 6.2.13- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço – 
ANLEC 2007 (a). 
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6.2.4 EXEMPLO NUMÉRICO 4 
 
Neste exemplo são comparados os resultados obtidos com o programa ANLEC 
2007, os resultados numéricos obtidos por KWAK (2001a) e os resultados 
experimentais citados por KWAK (2001a), de uma viga de concreto armado submetida 
à flexão devido a um carregamento concentrado. 
 
 Abaixo (Figura 6.2.14) tem-se a conformação geométrica da viga simétrica 
utilizada neste exemplo: 
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Figura 6.2.14- Conformação geométrica da viga simétrica. 
 
 
Para a análise comparativa foram aplicados cinco carregamentos concentrados 
(P), no centro do vão da viga, com os seguintes valores: 2,5 tf, 5 tf, 7,5 tf, 10 tf e 12,5 tf, 
sendo obtidos os resultados para cada carregamento.  
 
As informações das características físicas e geométricas, utilizadas neste 
exemplo, são apresentadas na Tabela 6.2.4. 
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Tabela 6.2.4- Dados do exemplo para a viga simétrica submetida à flexão. 
Comprimento total da viga entre apoios (L) 360 cm
Altura da viga (h) 50,80 cm
G
eo
m
et
ria
 
Largura da viga (b) 15,24 cm
C
ob
rim
en
to
 
Concreto inferior (ci) 5,08 cm
Número de barras na camada inferior (ni) 2 barras
A
rm
ad
ur
a 
de
 A
ço
 
Diâmetro das barras da camada inferior (φi) 2,1 cm
Módulo de elasticidade, inicial (Eo) 2.074.145 kgf/cm2
A
ço
 
Tensão de escoamento (σy) 3.157 kgf/cm2
Módulo de elasticidade (Eo) 267.178 kgf/cm2
C
on
cr
et
o 
Resistência à compressão (Fck) 340 kgf/cm2
Número de elementos finitos na horizontal (total) 8
E.
 F
. 
Número de elementos finitos na vertical (total) 6
Nó apoio (157) Nó carregamento (17)
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 A Figura 6.2.15 apresenta os resultados dos deslocamentos verticais no centro 
do vão da viga. 
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Figura 6.2.15- Gráfico: carga x deslocamento vertical no centro do vão. 
 
 
As curvas obtidas pelo programa ANLEC 2007, considerando a degradação da 
aderência, possuem um comportamento semelhante à curva experimental. A 
modelagem apresentada por KWAK (2001a), a qual considera os efeitos da 
degradação da aderência entre a barra de aço e o concreto, apresenta uma rigidez um 
pouco maior, se comparada com a curva experimental. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 148
CAPÍTULO 6                                                                                                                           EXEMPLOS NUMÉRICOS 
 
 A Figura 6.2.16 apresenta a distribuição da tensão de aderência entre as barras 
de aço e o concreto, a partir da extremidade esquerda até o centro do vão da viga. 
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Figura 6.2.16- Gráfico: distribuição da tensão de aderência entre o aço e o concreto – ANLEC 
2007 (a). 
 
 
 A aumento da deterioração da aderência causada pelo aumento do 
carregamento fica claro para os carregamentos de 7,5 tf, 10 tf e 12,5 tf, em que, para 
certas regiões da armadura, a transferência de tensões de um material para outro 
diminuiu consideravelmente.  
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 A Figura 6.2.17 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos 
finitos das barras de aço, obtida pelo programa ANLEC 2007 (a), o qual considera a 
perda de aderência na interface aço-concreto.  
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Figura 6.2.17- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço – 
ANLEC 2007 (a). 
 
 
Para o carregamento de 12,5 tf, ocorreu uma mudança considerável na forma da 
curva de distribuição da tensão no aço devido à mudança na distribuição da tensão de 
aderência e também ao estado de fissuração mais avançado do concreto. 
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 A Figura 6.2.18 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos 
finitos das barras de aço, obtida pelo programa ANLEC 2007 (d), o qual considera a 
aderência perfeita entre o aço e o concreto.  
 
0,00E+00
5,00E+00
1,00E+01
1,50E+01
2,00E+01
2,50E+01
3,00E+01
3,50E+01
1 2 3 4 5 6 7 8
Elemento
Te
ns
ão
 (k
N
/c
m
²) 2,5 tf
5 tf
7,5 tf
10 tf
12,5 tf
 
Figura 6.2.18- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço 
(aderência perfeita). 
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6.2.5 EXEMPLO NUMÉRICO 5 
 
 Neste exemplo são comparados os resultados obtidos com o programa ANLEC 
2007, os resultados numéricos obtidos por YANG (2005), os resultados numéricos 
obtidos por BRESLER (1963) citado por YANG (2005) e os resultados numéricos 
obtidos por INGRAFFEA (1984) citado por YANG (2005), de uma viga de concreto 
armado submetida à flexão devido a um carregamento concentrado. 
  
 Abaixo (Figura 6.2.19) tem-se a conformação geométrica da viga simétrica 
utilizada neste exemplo: 
 
P
30,58
56
,1
3 
cm
9,51 cm
457,2 cme e
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.2.19- Conformação geométrica da viga simétrica. 
 
 
Para a análise comparativa foram aplicados cinco carregamentos concentrados 
(P), no centro do vão da viga, com os seguintes valores: 50 kN, 100 kN, 150 kN, 200 kN 
e 250 kN, sendo obtidos os resultados para cada carregamento.  
 
As informações das características físicas e geométricas, utilizadas neste 
exemplo, são apresentadas na Tabela 6.2.5. 
 
 
 
 
 152
CAPÍTULO 6                                                                                                                           EXEMPLOS NUMÉRICOS 
 
 
Tabela 6.2.5- Dados do exemplo para a viga simétrica submetida à flexão. 
Comprimento total da viga entre apoios (L) 502,92 cm
Altura da viga (h) 56,13 cm
Largura da viga (b) 30,58 cm
G
eo
m
et
ria
 
Distância do apoio (e) 22,86 cm
Concreto inferior (ci) 2,54 cm
C
ob
rim
en
to
 
Distância vertical entre as barras (cb) 8,224 cm
Número de barras na camada intermediária (nint) 2 barras
Diâmetro das barras da camada intermediária (φint) 2,858 cm
Número de barras na camada inferior (ni) 2 barras
A
rm
ad
ur
a 
de
 A
ço
 
Diâmetro das barras da camada inferior (φi) 2,858 cm
Módulo de elasticidade, inicial (Eo) 200.000 MPa
A
ço
 
Tensão de escoamento (σy) 552 MPa
Módulo de elasticidade (Eo) 24.000 MPa
C
on
cr
et
o 
Resistência à compressão (Fck) 23,7 MPa
Número de elementos finitos na horizontal (total) 8
E.
 F
. 
Número de elementos finitos na vertical (total) 8
Nó apoio (211) Nó carregamento (17)
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 A Figura 6.2.20 apresenta os resultados dos deslocamentos verticais no centro 
do vão da viga. 
 
0
50
100
150
200
250
0 2 4 6 8 10
Deslocamento (mm)
C
ar
ga
 (k
N
)
ANLEC 2007 (a)
ANLEC 2007 (b)
ANLEC 2007 (c)
ANLEC 2007 (d)
YANG (2005) a
YANG (2005) b
BRESLER (1963)
INGRAFFEA (1984)
 
Figura 6.2.20- Gráfico: carga x deslocamento vertical no centro do vão. 
 
 
As curvas obtidas pelo programa ANLEC 2007, considerando a degradação da 
aderência, possuem um comportamento semelhante às curvas obtidas por            
YANG (2005) a, que considera a perda da aderência entre a barra de aço e o concreto, 
por BRESLER (1963) citado por YANG (2005) e por INGRAFFEA (1984) citado por 
YANG (2005). A curva obtida por YANG (2005) b, que considera a barra de aço pouco 
aderida ao concreto, tem menor rigidez que as outras curvas, mostrando a influência 
das condições da aderência no comportamento final da viga.  
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 A Figura 6.2.21 apresenta a distribuição da tensão de aderência entre o aço e o 
concreto, para as barras de aço do nível superior, a partir da extremidade esquerda até 
o centro do vão da viga. 
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Figura 6.2.21- Gráfico: distribuição da tensão de aderência entre o aço e o concreto – ANLEC 
2007 (a). 
 
 
 Devido às características da viga, o máximo carregamento aplicado não 
provocou grandes deslizamentos que levassem a significativa deterioração da 
aderência. 
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 A Figura 6.2.22 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos 
finitos das barras de aço do nível superior, obtida pelo programa ANLEC 2007 (a), o 
qual considera a perda de aderência na interface aço-concreto.  
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Figura 6.2.22- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço – 
ANLEC 2007 (a). 
 
 
Como os carregamentos aplicados não provocaram significativas deteriorações 
da aderência, causando perda da tensão de aderência, a tensão ao longo das barras de 
aço teve uma forma de distribuição semelhante para todos os carregamentos, sem 
mudanças bruscas nas curvaturas das curvas. 
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6.2.6 EXEMPLO NUMÉRICO 6 
 
 Neste exemplo são comparados os resultados obtidos com o programa ANLEC 
2007, os resultados numéricos obtidos por AURICH (2003) e os resultados 
experimentais citados por AURICH (2003), de uma viga de concreto armado submetida 
à flexão devido aos carregamentos concentrados simétricos. 
 
 Abaixo (Figura 6.2.23) tem-se a conformação geométrica da viga simétrica 
utilizada neste exemplo: 
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Figura 6.2.23- Conformação geométrica da viga simétrica. 
 
 
Para a análise comparativa foram aplicados cinco carregamentos concentrados 
simétricos (P), com os seguintes valores: 10 kN, 20 kN, 30 kN, 40 kN e 50 kN, sendo 
obtidos os resultados para cada carregamento.  
 
As informações das características físicas e geométricas, utilizadas neste 
exemplo, são apresentadas na Tabela 6.2.6. 
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Tabela 6.2.6- Dados do exemplo para a viga simétrica submetida à flexão. 
Comprimento total da viga entre apoios (L) 250 cm
Altura da viga (h) 25 cm
G
eo
m
et
ria
 
Largura da viga (b) 12 cm
Concreto superior (cs) 2 cm
C
ob
rim
en
to
 
Concreto inferior (ci) 2 cm
Número de barras na camada superior (ns) 2 barras
Diâmetro das barras da camada superior (φs) 6,3 mm
Número de barras na camada inferior (ni) 2 barras
A
rm
ad
ur
a 
de
 A
ço
 
Diâmetro das barras da camada inferior (φi) 10 mm
Módulo de elasticidade, inicial (Eo) 210.000 MPa
Módulo de elasticidade, escoamento (Ey) 2.926 Mpa
Tensão de escoamento (σy) 549 MpaAç
o 
Tensão de ruptura (σrup) 659 Mpa
Módulo de elasticidade (Eo) 38.200 MPa
Poisson (υ) 0,20
Resistência à compressão (Fck) 33,3 MPa
Deformação última (εu) 0,0038Co
nc
re
to
 
Resistência à tração (Ftk) 3,28 MPa
Número de elementos finitos na horizontal (total) 8
E.
 F
. 
Número de elementos finitos na vertical (total) 8
Nó apoio (209) Nó carregamento (11)
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 A Figura 6.2.24 apresenta os resultados dos deslocamentos verticais no centro 
do vão da viga. 
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Figura 6.2.24- Gráfico: carga x deslocamento vertical no centro do vão. 
 
 
As curvas obtidas pelo programa ANLEC 2007, considerando a degradação da 
aderência, são as que mais se aproximam da curva experimental citada por AURICH 
(2003). A modelagem apresentada por AURICH (2003) utiliza elementos tridimensionais 
para o concreto, elementos unidimensionais para o aço e considera os efeitos da 
aderência através da mudança do sistema de forças na barra, apresentando um bom 
comportamento. 
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 A Figura 6.2.25 apresenta a distribuição da tensão de aderência entre o aço e o 
concreto, para as duas barras de aço do nível inferior, a partir da extremidade esquerda 
até o centro do vão da viga. 
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Figura 6.2.25- Gráfico: distribuição da tensão de aderência entre o aço e o concreto – ANLEC 
2007 (a). 
 
Com o aumento do carregamento, aumentaram as fissuras no concreto e o 
deslocamento relativo entre a barra de aço e o concreto também aumentou. A máxima 
tensão de aderência ocorreu para o carregamento de 50 kN, e em algumas regiões da 
barra de aço, o aumento do deslizamento levou a deterioração da aderência 
ocasionando uma diminuição da tensão de aderência ao longo de algumas regiões da 
barra de aço, quando se compara com o carregamento de 40 kN. 
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 A Figura 6.2.26 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos 
finitos das barras de aço do nível inferior, obtida pelo programa ANLEC 2007 (a), o qual 
considera a perda de aderência na interface aço-concreto.  
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Figura 6.2.26- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço – 
ANLEC 2007 (a). 
 
 
Como o carregamento de 50 kN provocou significativas deteriorações da 
aderência, causando diminuição da tensão de aderência, a distribuição da tensão ao 
longo das barras de aço foi significativamente influenciada, causando mudanças 
bruscas na forma da curva. 
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6.2.7 EXEMPLO NUMÉRICO 7 
 
Neste exemplo são comparados os resultados obtidos com o programa ANLEC 
2007, os resultados numéricos obtidos por KWAK (2002b) e os resultados 
experimentais citados por KWAK (2002b), de uma viga de concreto armado submetida 
à flexão devido aos carregamentos concentrados simétricos 
 
 Abaixo (Figura 6.2.27) tem-se a conformação geométrica da viga simétrica 
utilizada neste exemplo: 
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Figura 6.2.27- Conformação geométrica da viga simétrica. 
 
 
Para a análise comparativa foram aplicados seis carregamentos concentrados 
simétricos (P), com os seguintes valores: 2.5 tf, 5 tf, 7.5 tf, 10 tf, 12.5 tf e 15 tf, sendo 
obtidos os resultados para cada carregamento.  
 
As informações das características físicas e geométricas, utilizadas neste 
exemplo, são apresentadas na Tabela 6.2.7. 
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Tabela 6.2.7- Dados do exemplo para a viga simétrica submetida à flexão. 
Comprimento total da viga entre apoios (L) 274,32 cm
Altura da viga (h) 38,10 cm
G
eo
m
et
ria
 
Largura da viga (b) 17,78 cm
C
ob
rim
en
to
 
Concreto inferior (ci) 4,06 cm
Número de barras na camada inferior (ns) 1 barra
Diâmetro das barras da camada inferior (φs) 2,36 cm
Número de barras na camada inferior (ni) 1 barra
A
rm
ad
ur
a 
de
 A
ço
 
Diâmetro das barras da camada inferior (φi) 3,33 cm
Módulo de elasticidade, inicial (Eo) 2.040.000 kgf/cm2
A
ço
 
Tensão de escoamento (σy) 5.623 kgf/cm2
Módulo de elasticidade (Eo) 110.000 kgf/cm2
C
on
cr
et
o 
Resistência à compressão (Fck) 334 kgf/cm2
Número de elementos finitos na horizontal (total) 6
E.
 F
. 
Número de elementos finitos na vertical (total) 8
Nó apoio (161) Nó carregamento (9)
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 A Figura 6.2.28 apresenta os resultados dos deslocamentos verticais no centro 
do vão da viga. 
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Figura 6.2.28- Gráfico: carga x deslocamento vertical no centro do vão. 
 
 
As curvas obtidas pelo programa ANLEC 2007, considerando a degradação da 
aderência, possuem uma distribuição próxima à curva experimental citada por KWAK 
(2002b). Os resultados obtidos por KWAK (2002b) consideram os efeitos da perda 
aderência entre a barra de aço e o concreto, porém a curva apresentada possui rigidez 
menor que a curva experimental.  
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A Figura 6.2.29 apresenta a distribuição da tensão de aderência entre aço e o 
concreto, para a barra de aço inferior, a partir da extremidade esquerda até o centro do 
vão da viga. 
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Figura 6.2.29- Gráfico: distribuição da tensão de aderência entre o aço e o concreto – ANLEC 
2007 (a). 
 
 
 Devido às características da viga, o máximo carregamento aplicado não 
provocou grandes deslizamentos que levassem a significativas deteriorações da 
aderência. 
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 A Figura 6.2.30 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos 
finitos da barra de aço inferior, obtida pelo programa ANLEC 2007 (a), o qual considera 
a perda de aderência na interface aço-concreto.  
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Figura 6.2.30- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço – 
ANLEC 2007 (a). 
 
 
Como os carregamentos aplicados não provocaram significativas deteriorações 
da aderência, causando perda da tensão de aderência, a tensão ao longo das barras de 
aço teve uma forma de distribuição semelhante para todos os carregamentos, sem 
mudanças bruscas nas curvaturas das curvas. 
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A Figura 6.2.31 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos 
finitos da barra de aço inferior, obtida pelo programa ANLEC 2007 (d), o qual considera 
a aderência perfeita na interface aço-concreto.  
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Figura 6.2.31- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço 
(aderência perfeita). 
 
 
As barras estão um pouco menos solicitadas, se comparadas com a Figura 
6.2.30, devido à não consideração da degradação da aderência aço-concreto. 
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6.2.8 EXEMPLO NUMÉRICO 8 
 
 Neste exemplo são comparados os resultados obtidos com o programa ANLEC 
2007 e os resultados numéricos apresentados por GREUNEN (1979) e por CHAN 
(1982), de uma viga de concreto armado submetida à flexão devido a um carregamento 
distribuído. 
 
 Abaixo (Figura 6.2.32) tem-se a conformação geométrica da viga simétrica 
utilizada neste exemplo: 
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Figura 6.2.32- Conformação geométrica da viga simétrica. 
 
 
Para a análise comparativa foram aplicados três carregamentos distribuídos, com 
os seguintes valores: 8,8 kN/m (50 lbf/in), 17,6 kN/m (100 lbf/in) e 26,4 kN/m (150 lbf/in), 
sendo obtidos os resultados para cada carregamento.  
 
As informações das características físicas e geométricas, utilizadas neste 
exemplo, são apresentadas na Tabela 6.2.8. 
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Tabela 6.2.8- Dados do exemplo para a viga simétrica submetida à flexão. 
Comprimento total da viga entre apoios (L) 914 cm (360 in)
Altura da viga (h) 36 cm (14 in)
G
eo
m
et
ria
 
Largura da viga (b) 20,3 cm (8 in)
C
ob
rim
en
to
 
Concreto inferior (ci) 3,8 cm (1,5 in)
Número de barras na camada inferior (ni) 2 barras
A
rm
ad
ur
a 
de
 A
ço
 
Diâmetro das barras da camada inferior (φi) 2,85 cm (1,125 in)
Módulo de elasticidade, inicial (Eo) 19.995,5 kN/cm2 (29.000.000 psi)
Módulo de elasticidade, escoamento (Ey) 238,5 kN/cm2 (346.000 psi)
Tensão de escoamento (σy) 82,7 kN/cm2 (120.000 psi)Aç
o 
Tensão de ruptura (σrup) 99,3 kN/cm2 (144.000 psi)
Módulo de elasticidade (Eo) 2.643,5 kN/cm2 (3.834.000 psi)
Poisson (υ) 0,20
Resistência à compressão (Fck) 5,5 kN/cm2 (8.000 psi)
Deformação última (εu) 0,0038Co
nc
re
to
 
Resistência à tração (Ftk) 0,53 kN/cm2 (775 psi)
Número de elementos finitos na horizontal (total) 10
E.
 F
. 
Número de elementos finitos na vertical (total) 6
Nó apoio (193) Carregamento distribuído
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 A Figura 6.2.33 apresenta os resultados dos deslocamentos verticais no centro 
do vão da viga. 
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Figura 6.2.33- Gráfico: carga x deslocamento vertical no centro do vão. 
 
 
As modelagens apresentadas por GREUNEN (1979) e por CHAN (1982) 
consideram os efeitos das não-linearidades físicas e geométricas, porém não 
consideram a degradação da aderência entre a barra de aço e o concreto, 
apresentando maior rigidez que as curvas obtidas pelo programa ANLEC 2007, 
considerando a degradação da aderência. 
A curva obtida por ANLEC 2007 (d), para a aderência perfeita, caminha próxima 
das outras três curvas obtidas com o programa até o início da fissuração do concreto, a 
partir do qual as três curvas mostram que a viga apresentou uma perda de rigidez um 
pouco maior, devido à degradação da aderência entre a barra de aço e o concreto. 
Para um carregamento de 146 lbf/in a máxima tensão de compressão 
encontrada no concreto e máxima tensão de tração encontrada no aço, apresentados 
por CHAN (1982), foram respectivamente, 6.9 ksi e 109 ksi. Com o programa ALENC 
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2007, a máxima tensão de compressão encontrada no concreto foi de 7,8 ksi e máxima 
tensão de tração encontrada no aço foi de 109 ksi. 
 
 A Figura 6.2.34 apresenta a distribuição da tensão de aderência entre o aço e o 
concreto, para as barras de aço, a partir da extremidade esquerda até o centro do vão 
da viga. 
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Figura 6.2.34- Gráfico: distribuição da tensão de aderência entre o aço e o concreto – ANLEC 
2007 (a). 
 
 
Com o aumento do carregamento distribuído e aumento do estado de fissuração 
do concreto, a distribuição da tensão de aderência ao longo das barras de aço foi 
modificada, onde, em alguns trechos, ela diminui devido à degradação da interface. 
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 A Figura 6.2.35 apresenta a distribuição da tensão no centro dos elementos 
finitos das barras de aço, obtida pelo programa ANLEC 2007 (a), o qual considera a 
perda de aderência na interface aço-concreto.  
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Figura 6.2.35- Gráfico: distribuição da tensão no centro dos elementos da barra de aço – 
ANLEC 2007 (a). 
 
 
Como os carregamentos aplicados não provocaram significativas deteriorações 
da aderência, causando perda da tensão de aderência, a tensão ao longo das barras de 
aço teve uma distribuição semelhante para todos os carregamentos, sem mudanças 
bruscas. 
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CAPÍTULO 7 
 
CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 
 
 
 
A análise dos resultados dos exemplos numéricos do capítulo anterior mostra 
que a consideração da não linearidade física dos materiais e a introdução da 
degradação da aderência na interface aço-concreto, na análise numérica de estrutura 
de concreto armado, se mostram de grande importância quando se quer uma 
modelagem mais realista do funcionamento dessa estrutura, possibilitando uma 
investigação mais confiável do seu comportamento nas possíveis condições de uso 
facilitando a observação de prováveis falhas, que venham a ocorrer, antes que essa 
estrutura seja executada e posta em uso. 
Os procedimentos e modelos numéricos apresentados nesta Tese consideram 
as principais e mais importantes características dos materiais e suas interações e, 
diferentemente de muitas propostas de modelagens numéricas encontradas na 
literatura, têm a vantagem de poder ser incorporados em diferentes implementações 
computacionais para a análise de diferentes tipos de estruturas de concreto armado 
como vigas, pilares, lajes, pórticos e suas combinações. 
Utilizando o Método dos Elementos Finitos, um procedimento incremental-
iterativo de carregamento e os modelos descritos no corpo da Tese, foi desenvolvido 
um programa computacional para viga simétrica bi-apoiada submetida à flexão simples. 
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Porém, vale ressaltar que esses modelos e procedimentos podem ser utilizados na 
análise de vigas não simétricas e de outros tipos de estruturas de concreto armado. 
Para a mesma modelagem computacional foram comparados resultados obtidos 
com o uso de diferentes curvas da tensão de aderência x deslizamento e aderência 
perfeita, mostrando as suas influências na rigidez da interface entre o aço e o concreto, 
devido às diferenças nos limites da tensão de aderência e do deslizamento, com 
conseqüência importante no comportamento global da estrutura. A relação apresentada 
pelo CEB (1990) possibilitou um ajuste dos parâmetros da curva tensão de aderência x 
deslizamento com os dados e características da estrutura a ser analisada, através de 
tabelas, o que não ocorre com as curvas de NILSON (1968) e MIRZA (1979) que têm 
os parâmetros fixos nos polinômios. Os resultados obtidos com a consideração da 
aderência perfeita evidenciam a importância da consideração da degradação da 
aderência aço-concreto, principalmente quando o concreto apresenta não-linearidade 
causada pelo seu estado de fissuração nas regiões de tração. 
Os resultados obtidos com a modelagem numérica desenvolvida mostraram-se 
de grande confiabilidade e coerência, quando comparados com resultados 
experimentais, apresentando-se melhores que muitos resultados, obtidos por análise 
numérica, encontrados na literatura. 
  Como sugestões, os procedimentos e modelos numéricos apresentados 
poderiam ser incorporados em modelagens para análise de outros tipos de estruturas 
como, por exemplo, pilares, lajes, pórticos e suas combinações,  considerando ações 
monotônicas e ações cíclicas.  
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